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2  .  -Jiaurer:   üeber  die    Theorie  des    WinkelspiegeU, 

eiDfachore;  Crrappirnng  der  Resultate  erreicht  wird,  da  ferner   das 

Problem  nicht  nnr  auf  mathematische  Punkte  als  gespiegelte  Gegen- 

6.t&9de  ^beschränkt  wird   und  endlich  der  zweite  Teil  der  Arbeit  ein 

.  ißbeft  Problem  der  Theorie  behandelt,  nämlich  die  Frage  nach  der 

•.;j^zahl   der  von   einem   gegebenen    Orte    aus    sichtbaren    Bilder  ^), 

'•''^•.welche  zu  sehr  einfachen  und  allgemeinen  Sätzen   geführt  hat,   so 

glaube  ich  mich  doch  zur  Veröffentlichung  meiner  Arbeit  berechtigt 


Jedenfalls  kann  es  ja  auch  von  Nutzen  sein,  wenn  von  neuem 
darauf  hingewiesen  wird,  dass  hier  allgemein  in  den  Schulen  ein 
falscher  Satz  gelehrt  wird,  und  dass,  obwol  das  Richtige  erkannt 
ist,  in  den  Lehrbühern  ein  Irrtum  noch  immer  weiter  geführt  wird. 
Der  Umstand,  dass  in  den  früheren  Arbeiten  das  genannte  neue 
Problem  nicht  ausgeführt  wurde,  kann  zu  dem  Irrtume  führen,  man 
sähe  von  jedem  Orte  zwischen  beiden  Spiegeln  sämtliche  geometrisch 
construirbaren  Bilder.  Wir  werden  finden,  dass  dies  nur  in  dem 
Specialfall  eintritt,  wo  der  Winkel  zwischen  den  Spiegeln  ein  gerad- 
zahliger Teil  des  Kreisumfaugs  ist. 

Besondere  Erwähnung  verdient  die  neuerdings  erschienene  Arbeit 
von  M.  Koppe  *).  In  dieser  sehr  kurz  gehaltenen  Arbeit  wird  auf 
die  Anzahl  der  geometrisch  construirbaren  Bilder  gar  nicht  einge- 
gangen, sondern  direct  das  Problem  gelöst,  wie  viele  Bilder  eines  an 
einem  bestimmten  Orte  befindlichen  Gegenstandes  ein  au  einem  be- 
stimmten Orte  befindliches  Auge  sieht,  falls  der  Winkel  zwischen  den 
Spiegeln  gegeben  ist.  Diese  Aufgabe  löst  der  Verfasser  sehr  ein- 
fach und  klar.  Dagegen  wird  durch  diese  Art  der  Fragestellung  die 
Bedeutung  der  geometrisch  construirbaren  Bilder  nicht  entsprechend 
gewürdigt  Ich  möchte  diese  deshalb  schon  hier  klar  stellen.  Be- 
findet sich  ein  leuchtender  Punkt  zwischen  zwei  geneigten  Planspie- 
geln, 80  sind  sämtliche  auftretende  Lichtstrahlen  Strahlen  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Strahlenbündeln,  d.  h.  jeder  scheint  vom  Centrum 
eines  solchen  Strahlenbündels  herzukommen. 

Und  diese  Centren  sind  der  leuchtende  Punkt  selbst  und  seine 
geometrisch  construirbaren  Bilder.  Die  Anzahl  und  Lage  dieser 
Punkte  hängt  von  der  Grösse  des  Spiegelwiukels  und  dem  Orte  des 
Gegenstandes  in  ihm  ab.  Nehme  ich  nun  in  einem  Ort  des  Raumes 
ein  beobachtendes  Auge  an,  so  werde  ich  im  allgemeinen  nicht  von 
jedem  Orte  ans  alle  diese  Bilder  sehen;  ja  es  kann  vorkommen,  dass 


1)  Aach  angedeutet  bei  H.  Klein  a.  a.  O. 

2)  Koppe,  Theorie  des  Winkelspicgels,  Zuchr.  f.  d.  phys.  and  ehem.  Un- 
terricht   Jahrg.  II.     Heft  III.  Febr.  1889.     S.  1-4. 


Im  Fill  7  —  i  hat  das  letzte  Bild  der  liakea  Serie  Ton  8^'  den 
Bogenabstud  f  — ]r.  ist  also  Tom  Sector  m — (9—7)  <  9  <  a  aus 
ZI  sehen.  Das  Torietzte  Bild  hat  von  fi^'  den  Bogenabstand  (f+r)f 
ist  also  im  Bannt  m — (f +7)  <  ^  <  *  si^tbar.  Im  restirenden 
Sector  0<  0<c  — (9+7)  ist  keias  von  beiden  Bildern,  im  gemein- 
schaftlichen Sector  ff— (f— 7)<C9<1«  nn^  beide  zn  sehen.  So- 
mit ist: 

Im  Sector  # 

0<a<«-(g^  +  7)  I       •-2  =  2!p  — 1 

«-(f+r)<^<«-(v-r)   I     «-1«^ 
•-(9-r)<^<«  !     »  =  2/1+1 

Beispiel :  a  -  lOO»    7=10>    /»  — 1    «=8    y-ÖO* 

o<e<io«  *-i;      io«<e<3o*>  #-2 

30»  <  e  <  100«    #  —  3 

Im  Fall  a  —  7  »  I  hat  das  letzte  Bild  der  rechten  Serie  von  S^' 
den  Bogenabstand  7— (a  —  7).  ist  also  im  Sector  0<8<9— (a  -7) 
sichtbar.  Das  rorletzte  Bild  hat  von  <S,'  den  Bogenabstand  r-}-«—/« 
ist  also  im  Baame  0<^0<^9'+a — /  za  scheu.  Im  restirenden 
Sector  9-{-a~7<9<a  siebt  mau  keius  Ton  beiden,  im  gemein- 
schafUichen  Sector  0<O<9  — (a— 7)  beide  Bilder.  Wir  erbalten 
also: 

Im  Sector  s 

0<e<9-{a-7)  1      «-2p+l 

9-(«-r)  <  »<9+(«-r)         «-1  =  2^ 

9  +  («-r)  <  ^<«  n-2-2p  -1 

Beispiel:  a  —  lOO»    7  =  90«    p  —  1    «  =  3    9-80» 
0<e<10ö    «  =  3;         10<><e<30»    #-2 

3o<>  <  e  <  1000  #  —1 

In  allen  Fällen  IL  siebt  das  im  mittleren  Sector  befindliche  Auge 
n  —  1  =  2p  Bilder,  im  einen  Randsector  n  —  2  =  2p — 1,  im  andern 
n  =  2p-|-l  Bilder. 

Illa.    a  -y  '^9  <^a    p  gerade    n  -=*  2p  +  2 

In  Sj'OSf*  fallen  die  letzten  Bilder  beider  Serien.  Das  letzte 
der  rechten  hat  von   8^*  den   Bogenabstand   (9  —  7),   ist  also  Toro 
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leren  Sector  aas  2p  Bilder,  wo  auch  immer  der  Gegenstand  zwischen 
Spiegeln  liegen  mag. 


Dieser  mittlere  Sector  Torschwindet  nnr  in  dem  Specialfalle,  wo 
«  ein  geradzahliger  Teil  von  360^  ist;  alsdann  sieht  von  jedem  zwischen 
den  Spiegeln  gelegene  Orte  ans  das  Aage  2p  ^1  Bilder. 

Zorn  Schlosse  möge  noch  eine  interessante  specielle  Combination 
der  Resultate  des  ersten  and  zweiten  Teiles  angefügt  werden: 

Erhalt  man  von  einem  (Gegenstand,  der  sich  zwischen  zwei  Plan- 
spiegeln befindet,  die  den  Winkel  a  miteinander  bilden,  stets  die 
gleiche  Anzahl  geometrisch  constmirbarer  Bilder,  man  mag  den 
Gegenstand  im  Winkehranm  a  verschieben,  wie  man  will,  so  ist  diese 

Bilderanzahl  stets  eine  ungerade  und  a  » ,  wo    v   eine   ganze 

Zahl  ist  Bewegt  man  nun  auch  das  Auge,  und  erblickt  auch  von 
jedem  Orte  im  Sector  o  sämtliche  Bilder,  so  ist  v  eine  gerade 
Zahl,  und  es  sind  v  —  1  Bilder.  Sieht  man  dagegen  nicht  von  jedem 
Orte  aus  die  sämtlichen  Bilder,  so  ist  v  eine  ungerade  Zahl,  und 
es  sind  v  Bilder. 


Aitk.  4.  lUa.  1.  7hj9.    S.  Still«.  T.  IX. 


der  Krümmungslinien  auf  Röhrenßächen.  39 


BO  sind  die  GleichaDgen  der  Normale  erster  Art,  der  Tangente  and 
der  Normale  zweiter  Art: 

— ^^0  ^ — ^yo  =  — («  —  «o) 
yo  a^o  a^oyo        *  — ö 

^  yo  «0 

Bestimmt  man  nnn  die  Punkte  der  Krümmnngslinie,  wo  die  Nor- 
malen erster  Art,  die  Tangenten  und  die  Normalen  zweiter  Art  durch 
den  Kugelkreis  gehen,  so  findet  man 

(2«b+«*+o+*)(22o+2«*+a4-*)  -=0 

ond  diese  Gleichungen  lehren,  dass  es  in  der  vorigen  Bezeichnung 
vier  Punkte  P}  und  vier  Punkte  P^  giebt.  In  bekannter  Weise  folgt 
dann  1  »  4. 

Fasst  man  die  bisherigen  Resultate  zusammen,  so  folgt,  dass  es 
anf  der  Röhrenfläche  einer  Krümmungslinie  einer  Fläche  zweiten 
Grades  zwei  zweizweigige  ausgezeichnete  Krümmungslinien  giebt 
In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Charaktere  der  Originalcurve,  die 
der  Krümmungslinien  der  Röhrenfläche  und  die  der  ausgezeichneten 
Krümmungslinien  zusammengestellt;  dieselben  bestimmen  sich  aus 
vier  bekannten  Charakteren  mit  Hülfe  der  Cayley-Plücker'schen 
Formeln. 


der  Curvtn  durch  die  Relation  zwischen  KrümmungM"  t/,   Torsion$winkeL  45 

i^p-«)(p+«)-i(p+3)'-(^-rf)  -  0  (3) 

Dies  ist  die  allgemeine  Bedingung.     Sind  hier  p^  q  und  Cj  d 
conjogirt,  so  ist 

(p+qY  -  0 

and,  wenn  man 

b-\-ie\        d  =  b  —  %e 


P  —  a+Ä; 

q  =  a  —  Ä;         c 

setzt, 

at  «  2e 

also  entweder  t  constant  oder  a  und  e  null.  Der  erste  Fall,  wo  alle 
Coefficienten  der  Gl.  (1)  constant  sind,  hat  kein  Interesse.  Im  zweiten 
werden  die  61.  (1)  und  (2): 

y"  +  Äy'  +  Cir  =  0;         z"-itz'  +  cz  «  0  (4) 

—  —  i< 
u 

WO  i  and  e  reell,  und  c  constant  ist.  Da  nun  die  zweite  Gleichung 
für  den  conjugirten  Wert  von  z  in  die  erste  übergeht,  so  ist  der 
coDJugirte  Wert  von  uy*  eine  zweite  Lösung  der  ersten. 


§.  2.    Reduction  einer  linearen  Gleichung  3.  Ordnung 

auf  eine  solche  2.  Ordnung. 
Sei 

y"  +  ay^  +  h-0  (5) 

und 

so  erh&lt  man: 

X*  -  2yy' 

aj"-2y«  — 2ayy'  — 26y* 

2^  =  — 6a/i'-f-2(a»--a'— 4Ä)yy'  +  2(a6  -  ^V 

und  nach  Elimination  von  y'^,  yy\  y^: 

a;^-^3ax"-f  (2a«+a'+46)a;'+2(2aÄ+Ä>  «  0  (6) 

Damit  diese  Gleichung  mit  einer  gegebenen 

identisch  sein  könne,  haben  a  und  b  drei  Gleichungen  zu  erfüllen. 
EUmiuirt  man  a  und  6,  so  bleibt  die  Bedingungsgleichung: 

2il»+15i4il'  +  9.4"  — 9^B  — 27iB'  +  54C=  0  (7) 

Ist  diese  durch  C  erfüllt,  so  hat  man : 

a  =  i.l;        6-iB-Tijj4«-T^A'  (8) 


48     Hoppe:  Zur  Goursat* sehen  Reduclion  des  Problems  der  Bestimmung 

y.     y-Je-A  (13) 

die  zwei  Lösungeu  von  GL  (12). 

Die  entsprechenden   Lösungen   von   Gl.  (10)   sind  3  homogene 
lineare  Functionen  der  3  Werte  (9).    Da  aber 

{f+il)^  +  {9'^ini?  +  {h-\'ln)^  «  0  (14) 

ist,  so  müssen  sie  eine  Quadratsummo  null  haben.    Dem  genügt  das 

System 

i  1 

f^il  «  yj;         g-\-im  —  -  (y«-f««);         A  +  in  =  ^(y*  -  «*) 

Jedes  andre  System  würde  aus  diesem  specielleu  durch  Orthogonal- 
snbstitution  hervorgehen. 


§.  5.    Darstellung  der  Richtungscosinus  der  Tangente, 

Haupt-  und  Binormale. 

Jede  der  2  Lösungen  (13)  der  Gl.  (12)  ist  mit  einem  willkür- 
lichen Constanten  Factor  verbunden,  der  durch  die  Bedingung  (14) 
nicht  controlirt  wird.  Bezeichnet  y  eine  beliebige  Lösung,  so 
enthält  es  diesen  Factor  implicit.  Der  Factor  der  zweiten  Lösung 
ergibt  sich  zuerst,  wenn  man  durch  Differentiation  von  g-^-im  den 
Wert  von  g'  entwickelt,  durch  die  Bedingung,  dass  g'  reell  sei.   Er  ist 


was  wir   im  voraus  annehmen   und  nachträglich  controliren.     Dann 
hat  man : 

/+  .•  Z  =--  2i,  ^5  C-'- ;        g  +  i,n  =  -^  [**  +  4  (|';)*e-^'^]  (15) 


A+.n  =  J 


»• -•(!?)■'-] 


Dies  differentiirt  und  mit  c'^-   multiplicirt  gibt: 

f  =  2  %  ^Ü  -  hy^  (16) 

sämtlich  der  Form  zufolge  reell. 
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Hiernach  erhält  man  die  einfache  Beziehung  der  Moduln : 


P^^l- 


dx 


Die  zugehörige  Amplitude  v  wird  durch  Gleichung  (20)  auf  p  zurück- 
geführt, lässt  sich  mithin  stets  in  k  darstellen. 

Nun  stehen  aher  die  4  Reductionen  in  sehr  einfacher  geometri- 
scher Beziehung  unter  einander.  Betrachtet  man  nämlich  die  aus 
den  Functionen  r,  $,  y,  «  sich  bestimmenden  Curven  als  4  verschie- 
dene, so  werden  die  4  gegebenen  Verhältnisse 

dd^     dx^      Ol      da 
8t'    8;^'     8ä*     dk 

(abgesehen  vom  Vorzeichen)  identisch ,  nur  jedes  bezüglich  auf  eine 
andere  der  4  Curven,  wenn  die  zweite  die  Einhüllende  der  Krflm- 
mungsaxe  der  ersten,  die  vierte  die  der  dritten,  und  die  erste  dio 
Einhüllende  der  rectificirenden  Geraden  der  vierten  ist.  Ich  ver- 
weise dabei  auf  meine  Curvontheorio  §  66  und  68,  wo  gleich  anfangs 
die  Relationen 

&i  —       Tj  ;         ^A  =  04 

Tjj  «  — ^j;  T,    —    ^4 

aufgestellt  sind,  so  dass  auch 

^€  ="  h\        *4  "=■  ^9 


durch  Anwendung  des  freien  Integrationnoeges,  63 

wie  — ( ^"■")•    ^°*  Punkte  a  ist  log  *  verstanden.    Man  führe 

nun  M  Ton  hier  ans  darch  kleine,  negative  Halbkreise  um  die  Pole  auf 
die  Südseite  der  westlichen  Hälfte  der  Realitätslinie.  Hier  ist  dem- 
nach log#  =  — iTT-f-logC— #)  nnd  auf  der  nördlichen  Seite  bat 
man  log*  «  rr-j-logC— »).    Es  ist  somit 

—  tJr+log(— «)  th 


0  2  y(_.)(i..,, 

J_    /*w+log(-»)  ds     


also  auch 

N 

dt 


^  =  — ^V21og2+«  /* 


^       (2+oy^(l+0 


Setzt  man  hier 


^-l^-,'     ^fl-l-2x^      i+/«j_^,     ^+2-^^^:2i« 

4a; 


Ä  = 


(1  -  2x^}* 
di dx  V2/    1_       _j_\ 

(2-H)i/i(r+ö"'  ^-»^'^  2  u+^'^i-a:;''"^ 

so  wird 


V2 


^=-|V21og2+|v2/(^+^^)./. 


and  man  erhält  schliesslich 

^«;rV21og(l  +  Vi) 


00 

TT      /-r       ^  —   r ?!^^ V  _J?1^ 

li.     na,  *•;—/!  -2rC0S(p  +  r*  '^  g)'«+  d* 

Weü  ^ 

1— 2rC089)  +  r««  r«^  r(e«f +«-«^)+l  «  (r  — «•y)(r  — «-«V) 

und 
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T(dj  =•  2ih^  Xje-'x-'dx    (Weg  wie  in  Fig.  1») 
und  mit  Httlfe  dieser  Formel  findet  man  schliesslich 


Vn.    f(a)  -  f    «  ^ 

0 

-*4 
Setzt  mau  hier  e        a  —  /?,  wo  a  eine  reelle  Zahl  bedeutet ,  so  ist 


f(a)  =3  f    e  da; 

0 


und  wenn  noch  x*  »  t  gesetzt  wird,  so  hat  man 

00  —00 


/( 

0 

Es  sei  nun 


e       't'^dt 


(Weg  von  —N  nach  0  mit  log<  —  ^in  -flog»  und  Weg  von  0  nach 

—N  mit  log«  =  »jr+logt*)  =  A«) 
Ferner  sei 


«1  =  4, 

(Weg  eine  ans  dem  Westpnnkte  um  0  geworfene,  rechtlänfige  Schlinge 

Fig.  20) 

gibt  man  nun  dieser  Schlinge  die  in  Fig.  21  gezeichnete  Gestalt,  so 
sieht  man,  dass 


4,  J    •  *       * 


Si-S+4,- 

(Weg  eine  von  0  aus  um  0  geworfene,  rechtl.  Schlinge  Fig.  22) 
und  somit  ist 


durch  Anwendung  des  freien  InUgrationaweges.  75 


A«>  "=  Ä.   i    '^  *      dt    (Weg  in  Fig.  20) 


(Weg  wie  in  Fig.  22) 


Man  dehne  nun  den  Schiingenweg  des  ersten  Integrals  so  weit  ans, 

dass  «      nach   fallenden  Potenzen  von  t  entwickelt  werden  kann. 

WeU 

/»» 

1       «1    ^ 

so  ist 

(Weg  wie  in  Fig.  20) 

1 


also  nach  der  bekannten  Formel  fftr 


r{a) 


(Weg  Fig.  20) 


=  ito-  2  •  xmi+T) "  "2"  •  ,s.  "2Är  -  -2- "' 2p 

Im  zweiten  Integral  des  Ausdruckes  für  /(o)  ersetze  num  <  dnrch 
^  and  erh&lt 


4./     '  '       *" 


(Weg  wie  in  Fig.  22) 


-  £/."•■-'  - 


(Weg  wie  in  Fig.  20) 


Hier  kann  man  wieder  den  Weg  so  weit  ausdehnen,  dass  e  t      nach 
fallenden  Potenzen  von  t  entwickelt  werden  kann«    Man  findet  so 
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4dJ    •  * 


i 

'  dt    (Weg  in  Fig.  20) 


J-*    (Weg  Fig.  20) 

»    »    _^i+i__y^    «   (2/?)2Hi      v;»n«o/i 

"■  2  •  AtoilZ-CA+J)  -    2    •  ;ito'  (2A+1)»  "    2   '      '^ 
Es  ist  somit 

oder 

0 

0 

Aus  diesen  2  GleichuDgen  ergeben  sich  nun  noch  die  beiden  folgen- 
den: 

00 

/tt«  l/n 

«-*•  COS  -,  <&  =  -^  e-«V2  cos  a  V  2 

0 

QO 

e-*'  sin  -,  cto  =  -^  6-«v2ginay  2 


00 

VIII.      /(a)  =  /  C08«^|^2f^ 


Ersetzt  man  den  cosx  dnrch  i(^+^'~^))  so  ist  anch 

OD  OD 

0  0 

Wird  nnn  im  ersten  Integral  x  dnrch  it  nnd  im  zweiten  durch  —  f< 
ersetzt,  so  lässt  sich  f(a)  wieder  dnrch  ein  einziges  Integral  dar- 
stellen.   Es  ist  also 


durch  Amwtndtmg  tUs  frtitn  InieyraiionMwe^u.  77 

Die  Pole  dieses  Integrals  liegen  in  <  —  o,  -  a.  Nimmt  man  nnn 
recp.  a  —  pos.  an,  so  liegt  nnr  der  Pol  a  in  der  OsthAlfte  des 
Zahlenfeldes.  Weil  das  Integral  im  östlichen  Horizonte  verschwindet, 
so  achalte  man  in  den  obigen  Weg  den  rechtläafigen  östlichen  Hori- 
zont ein  und  erhält  so  einen  neuen  Weg,  wie  ihn  Fig.  5  darstellt. 
Es  ist  somit 

^<«)  =  k/«"*  =:^»    (Weg  in  Fig.  6)  =|«- 
oder 

N 

*  adx         n 


i 

I 


a*4"*^ 


«..=/«-^ 


n 

2 

sin  2k 


^-  «'•^='  ---^^^^"^ 


Setzt  man  hier  2«  —  x\  so  folgt 

n 

na)  = 


r  \       1   /•_8|5«_       ,        1   /      Bing 

[aj  =  t  /    — i .«£&  =  *  /   — i »xdx 

Y     ^"T^B*  J    a+COSx 

and  eine  partielle  Integration  ergibt  nnn 

^t  \       1  r   1     o  +  cos*]    ,    1    /*,      a  +  COSap 

/(«)  -  \  [xlog  -tlTjpJ  +  iy  log  -^iiT-  .^ 
oder  auch,  da  der  eingeklammerte  Ausdruck  verschwindet, 


/(a)-jy  log-^j-.dg 


— « 

Wenn  nnn  ff*  —  t  gesetzt  wird,  so  ist 


WO  nun  t  den  Einheitskreis  in  positiver  Richtung  durchläuft.    Ist 

1 
2a  —  a-|--,   wo  mod.   a  >  1,  so  liegen  die  Pole  des  Integrals  ia 

*  =  0,  — »,  -^  -,  von  welchen  nur  -  o  ausserhalb  des  Einheitskreises 
li^.    Man  setze  nun 
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f{a)  =-g;.  /  log(<  +  a)  j    (Weg  der  Eioheitskreis) 

"l"  2iv/  ^^^  2<(a-l)  '^  7    ^^®^  ^®'  Einheitekreis) 
Das  erste  Integral  schliesst  nur  den  einzigen  Pol  0  ein  und  somit  ist 

1     r  dt  n 

g-,  #   log((+a)  X  7    (Weg  der  Einheitskreis)     = -log« 

Der  Integrationsweg  des  zweiten  Integrals  schliesst  alle  seine  Pole 
ein  und  somit  tritt  der  Ausdehnung  des  Weges  kein  Punkt  hindernd 
entgegen.    Man  mache  von  dieser«  Eigenschaft  Gebrauch  und  dehne 

a 

den  Weg  so  weit  aus,  bis  logo./  _^v  nach  fallenden  Potenzen  von 
t  entwickelt  werden  kann.    Weil 

'"*«  2(^=r)  =  -  ^"8  ^^^^  -i> + ii  -  äiM  +  •  •  • 

SO  ist  also 


814/      *^^2l(a-l)^  < 


tÜ 

—    (Weg  der  Einheitekreis) 


log2^1)    /*^     ^^^^  ^^^  Einheitekreis) 


n 


n 


--4l0g2(a-l) 

und  somit 

/(a)-~(log«-log2(a-l)) 

Weil  nun  aber 

«•4-1  —  2«      («  —  !)• 
2(a-.l)-  ^—^^ — i-«ir — tL 

80  ist  auch 

/{«)  -  Jlog;^! 
oder,  da 

g+l       Va+l  a  V^+l  +  V«^ 

« - 1  "■  Va  -r  «— 1  "■     2y^T 

ist, 


^urek  Anwendung  des  freien  Integrationswege»,  81 

folglich  ist 


—a 


/W-i/[l.gL+»  ..,._,.,'-*.•_,/ 


dt 


2  J  vn 


Vi- r« 


ond   man  erhält  schliesslich 

OD 


log— *-_:—l X  -7 ^^=^ 


'  ,/    l  +  2rC0Sx+r*  ^  rt*+a 


Um  diesem  Integral  eine  für  die  Anwendung  des  freien  Weges 
passende  Form  zu  geben,  beachte  man,  dass 


a> 

adx  n 


/.-^ 


+  x»        2 


ist.     Dieses  Resultat  kann  am  einfachsten  auf  folgende  Art  gefunden 
werden.     £8  ist 

00  4A' 


/atlx  /*    adx 

0  -.V 


in  diesen  Wog  schatte  mau  den  nördlichen  Horizont  ein,  und  da  der 
Integrand  auf  den  nämlichen  Wert  zurückkehrt,  mit  dem  er  ausge- 
gangen ist,  so  erhält  man  als  neuen  Wej?  eine  geschlossene,  rechtl. 
Curve  längs  der  nördlichen  Halbebeuc.  Wird  nun  a  pos.  angenom- 
men, so  schliesst  dieser  Weg  nur  den  einzigen  Pol  ia  ein,  und  somit 

mm 

ist  der  Wert  des  Integrals  nach  Cauchy  gleich  ^  ;   daher  die  Gleichung 

/adx  ,     r     aibc_ 

(Weg  eine  geschlossene,  recht!.  Curve  um  den  Pol  «)    "=*  jT 
Demnach  ist 

Aick.  4.  Kfttk.  «•  Pbp.    1.  a«Ui«.  T.  IX. 
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00  00 

«  /*         1  —  r*  adx       ,     /*   of^^ 


0 

00 


/^  2(l  +  r 


.  C08x)  adx 

COSa;-|-r*        a*  -\-  x* 


oder  auch 

00 


0 


-N 

Ersetzt  man  hier  x  durch  it,  so  hat  man 

7r/2  _i_         /•  _  1 «cft 

Die  Pole  des  ersten  Factors  sind  durch  log  r-^- in  (2n-\-l)  darge- 
stellt, wo  n  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  durchlaufen 
kann,  liegen  also,  wenn  mod.  r  <  1  ist,  in  der  Westhälfte  des 
Zahlenfeldes.  Der  zweite  Factor  enthält  die  Pole  a  und  — o  Wird 
nun  recp.  a  =  pos.  angenommen,  so  liegt  a  allein  in  der  Osthälfte  des 
Feldes.  Um  den  vielen  Polen  in  der  Westhälfte  des  Zahlenfeldes 
auszuweichen,  schalte  man  in  obigen  Integrationsweg  die  Osthälfte 
des  Horizontes  ein,  wodurch  man  eine  geschlossene  Curvo  erhält, 
die  den  Rand  des  östlichen  Zahlenfeldos  in  positiver  Richtung  unn- 
gibt  und  nur  den  einzigen  Pol  a  eiuschliesst  (Fig.  5).    Es  ist  somit 

^(«,  r)  +  ^±-^  =  i-r*J  l^r-^t  X  ^^^-[t    (Weg  m  Fig.  5) 

also  nach  Cauchy 

ff      V  j ?/2 1_  ^        w 

folglich 

Ua,»;  ""  i_^r^  ^i^re   ^"J    1 +  2rC0Sx  +  r*  ^  a»  +  «« 

0 

Um  diese  Formel  zu  erhalten,  ist  es  nicht  absolut  notwendig,  den 
östlichen  Horizont  in  den  Weg  einzuschliessen.  Wird  der  westliche 
Horizont  eingeschaltet,  so  erhält  man 
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/(«.  O  +  1"!^»  =  iZTr^J* l-\i'^t  X  ^r~ii    (Weg  in  Fig.  27) 

Der  Weg  dieses  Integrales  umgibt  iu  negativer  Richtung  den  Rand  des 
westlichen  Zahlenfeldes  und  schliesst  also  die  Pole  logr-)-/V(27*-|-l) 
(für  n  =="  ...  — 3,  —2,  — 1,  0,  1,  2,  3,  ...)  und  -a  ein.  Weil  nun 
aber  der  lutegrand  nach  einem  Umlaufe  um  einen  dieser  Pole  auf 
seineu  anfänglichen  Wert  zurückkehrt,  so  zerfällt  dieser  Wog  in  eine 
Anzahl  isolirter,  geschlossener  Curven,  welche  jeweilen  nur  einen 
einzigen  Pol  einschliessen  (Fig.  28).    Es  ist  somit 

/(«,  r)=-  -  j_^2+^^^^i:.^2y    i^re-t^t^-a^ 
(Weg  eine  rechtläufig  geschlossene  Curvo  um  den  Pol  logr-|-/7r(2A+l)) 

4-  — ^  r  ^   V  -^^ 

(Weg  eine  rechtl.  geschlossene  Curve  um  dem  Pol  — «) 
also  nach  Cauchy 

/(a,  r)  «        j  __  ^j       1  —  r»  •  a=_x  (lögr +"m(2A  + 1)  Y  —  a^ 
.    _i[ 1_ 

oder  auch 

nß      1  —  re^  2n 

/  logr— g  _  logr+a \ 

^  W«*+Oogr— «)^        m«7c24-(log/-fa)V 

WO  in  der  Summe  die  Zahl  m  alle  positiven ,  ungeraden  Zahlen 
durchläuft.  Um  diese  Formel  mit  der  auf  dem  ersten  Wege  er- 
haltenen in  Uebereiustimmung  zu  bringen,  müssen  wir  den  Wert  dieser 

»         r       1  adt    . 

Summe  ausmittcln.    Für  das  Integral  :r^  ^   /    i   i~g~<  it_^t^^^ 

der  ganze  Horizont  zugänglich  und  zwar  verschwindet  dasselbe  hier 
wie  --;  demnach  ist 

« 

i         n      \  adt       (Weg   der    rechtläufige  Horizont  Fig 

i~'7V    i  +  re-"'^«"^-^^  29)     -0 

Nun  aber  kann  dieser  Weg  in  gesonderte,  rechtläufigo  Curven  um 
die  einzelnen  Polo  aufgelöst  werden,  wie  Fig.  29  es  andeutet,  und 
der  Satz  von  Cauchy  gibt  sogleich 
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V       ^    r  logr  — o  ^ logr  +  g  "I 

jr  1  n  1 

WO  in  der  Samme  die  Zahl  m  alle  angcradeu,  positiven  Worte  darcb- 

länft.    Wird  nnn  dieser  Wert  für  die  Summe  oben  eingesetzt,  so  er- 
hält man 

7r/2      1  —  rc«  n  1  n  1 

oder 

also  wie  auf  dem  ersten  Gange. 


1 

XII.     A  - 

ö 


1 


Die  Pole  dieses  Integrales  liegen  in  1  und  —1.    Es  sei  nun 


(Weg  eine  rechtläufig  geschlossene  Curve  um  die  Pole  1  und  —  1 ; 
Erkennungsort  in  a,  wo  yi^nZJ  pos.  ist  (Fig.  30)) 

Man  ziehe  den  Weg  auf  die  Uebergangslinio  von  1  nach  — 1   za- 

-1 

sammen:  auf  dem  Hinwege  hat  man  — i  1     ,  und  auf  dem 

4  ^^  "■  '* 

+1 


/'*  aß**  fix 
~  z=^.=   also  ist 
Vi  —x* 


/x'^^'dx 

und  somit 

1     r  sc^**dx 

Der  Integrationsweg  schliesst  alle  Pole  des  Integrals  ein;  man  kann 

daher  den  Weg  so  weit  ausdehnen,  bis  l^x*—  1  nach  falleuden  Po- 
tenzen von  X  entwickelt  werden  kann.    Weil 


so  ist 


also 
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(Weg  eine  rcchtl.  geschlossene  Corvo  um  den  Pol  0) 


OD 

XIII.     A^   I  ««-1        "^ 


/ 


(!+«)"  fi 


Die  untere  Grenze  dieses  Integrals  verlaugt,  dass  0  <  a  und  die 
oben  a  <  »-{-l«  zugleich  nehmen  wir  an,  dass  a  keine  ganze  Zahl 
sei.     Mau  bilde  nun  folgendes  Integral 

Der  Weg  ist  eine  aus  dem  Ostpunkte  um  die  Pole  ~1  und  0  ge- 
worfene, rechtlänfige  Schlinge  (Fig.  31).  Weil  der  Intcgrand  nach 
eiuem  Umlaufe  um  —1  auf  seinen  alten  Wert  zurückkehrt,  so  zer- 
fällt dieser  Weg  in  eine  rechtläuiig  geschlossene  Curvc  um  —1  und 
in  eine  aus  dem  Punkte  -j--^  um  0  geworfene  Schlinge  (Fig.  32). 
Also  ist 

/(Ix 
^     (14-  \H\i     (geschlossene  Curve  um  —1) 

P  (hr 

+J  x«-J  (Y-T^fl    (Schlinge  aus  +N  um  0) 

Kach  Canchy  ist  aber 


/ 


(Ix 
X*-*  /t  I     xw-n    (Weg  eine  geschlossene  rechtl.  Curve  um  — 1) 


2i««'^(«-i)(-l)"(*'^^) 


Den  Scblingcnweg  des  zweiten  Integrals  kann  man  auf  die  Realitäts- 
liuie  von  -^y  bis  0  zusammenziehen  und  erhält 
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dx 


A" 


;j  -r"\fi4l     (Weg  eine  Schlinge  aus  N  um  0) 


00 

2x 


/x«- 


0 


somit  ist 


A^  ^. 


216*^" 


\  P  dx 

^^S^nuJ  *"-'  (T+^)^    (Weg  in  Fig.  32) 


+  _«_.(_1)„C«-1) 
'    Sin  aTC^       "^    \     w    / 


In  diesem  Ausdrucke  steht  nun  der  Ausdehnung  dos  Weges  kein  Pol 
mehr  im  Wege.  Man  benutze  nun  diese  Eigenschaft  und  dehne  den 
Weg  bis  in  den  Horizont  aus,  und  weil  hier  das  Integral  wie 
a;a-(«+i)  verschwindet,  so  hat  man 

^  =  ..j^.-(_i)n(«-i)„n«)n»+i--) 

Sin  of;i^       '   \   n    )  r(»-f-l) 

Man  kann  das  Integral  A  auch  auf  folgende  Art  auswerten.     Es  ist 

(Wog  eine  rechtläufige  Schlinge  aus   dem  Ostpunkte  um  den  Pol  0, 

Fig.  19) 

und  wenn  man  nun  hier  an  das  Endo  des  Weges  den  ganzen  rück- 
läufigen Horizont  anschliesst,  so  kehrt  der  Integrand  auf  seinen  an- 
fänglichen Wert  zurück  und  mau  erhält  als  neuen  Integrationsweg 
eine  geschlossene  Curve ,  welche  nur  den  Pol  — 1  rückläufig  umgibt 
und  den  andern  Pol  0  ausschliesst  (Fig.  33).  Bringt  man  diesen 
Weg  ganz  in  das  endliche  Gebiet,  so  ist 


^^  2 /sin «71,7    ^     ^^       (l-f-fl:)"+i 


(Weg  eine  rechtläufig  geschlossene  Curve  um  den  Pol  —1;   Erken- 
nungsort in  a,  Fig.  33) 
also  nach  Cauchy 

Sin  «75  ^        '    \    n    )  r(n  -\- 1) 


durch  Anwendung  des  freien  Jnfegraiionxweges.  ^7 

/oo 
rf^  -1  (Ix 
(1  qr^,,.)-«-?!  5     0<a<„(m+l) 
0 

in(2X  +  l) 

Die  Pole  dieses  Integrals  sind  durch  0  und  e        ^*  darge- 

stellt,   wo  l  die  positiven  ganzen  Zablcu  0,  1,  2,  ...  (w  -1)  durch- 
laofen  kanu.     Es  sei  uun 

r  _x^-^dx 
J    (l'+x»»)'"+i 
(Weg  eine  aus  dem  Ostpunktc  um  0  geworfene,  rechtläufige  Schlinge 

Fig.  19) 

Wird    nun   dieser  Weg  auf  die  Realitätslinic  von  ü  bis  -f-A'  zusam- 
mengezogen, so  erkennt  man,  dass 


(14.>7m4i     (Weg  wie  oben) 


0 

ist,  und  somit 

1  P    r'^-^dx         (Weg  eine  rechtl.  Schlinge  aus  N 

'    ^  2ie''^«sina«y    (l4-x'*)'"+i  um  0) 

An  das  Ende  dieser  Schlinge  werde  nun  der  ganze  rückläufige 
Horizont  angefügt,  und  da  der  Integraud  auf  diesem  Wege  auf  seinen 
alten  Wert  zurückkehrt,  so  erhält  man  eine  geschlossene  Curve, 
welche  alle  Pole  des  Integrals  mit  Ausnahme  von  0  einschliesst 
(Fig.  34).  Weil  nun  aber  der  Integrand  nach  einem  Umlauf  um 
einen  dieser  Pole  auf  seinen  ursprünglichen  Zustand  zurückkehrt,  so 

zerfällt  diese  Curve  in  w  gesonderte  Curven  um  die  Pole  c 
wie  Fig.  34  es  anzeigt.    Es  ist  somit 


2iV'-'«sinaxp  ^  [   ;^„  ,/    (l  +  x«)«-"» 

'•C?')i 

(Weg  um  den  Pol  ^      ^  "^ )  | 

und  es  bleibt  noch  die  Aufgabe  übrig,  den  Wert  eines  solchen  Inte- 
grals ansznmittcln.    Zu  diesem  Zwecke  s^^tze  ich 
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WO  h  sehr  klein  ist,  und 

»;t(2A4-1) 

n 
r  ^=^  e 

bedeutet.    Dann  wird 
2»e«^«8iDai\/    (14-a;«)'»»+l 

wo   h  einen   positiven,   sehr  kleinen  Kreis  um  0  beschreibt.    Setzt 
man  nun 

r   • 

80  hat  man 


1  P   x^-^dx  (— l)""r«     P 

2iei"'*sman  J   (l+x~r+i       2 i e^"^ s'iu an J    «^     V*       i;  ^ 

(Weg  ein  kleiner  pos   Kreis  um  1) 


(— 1)111+1  ^_^_ 1      f      aj-        (x  -  l)-"-»  rilr 

(Weg  ein  kleiner  pos.  Kreis  um  1) 

'--1 

n  r^    1  l  n 


.  (— l)m_ 

Sin  aTt  '    e*^^  n  \    m 

Um  A  zu  erhalten,  muss  man  für  r  seinen  Wert  einsetzen  und  nach 
k  von  0  bis  n — 1  summiren.    Demnach  ist 


sin  an         n       \    m    /      ^—q 


.    /2A4-1\ 


-n     e*''« 


oder  also 

n 

A  = 


n  \    m    / 


00 
2      /^  du 

XV.  m--„^n^u.-,--=^^ 

1  ^ 


liier  ist  es  die  Function  sin  zu,  welche  das  Integral  an  der  oberu 


durch  Anwendung  des  freien  Integrationsweget.  g9 

Grenze  schwierig  macht.  Mag  man  diese  Grenze  nach  N-^-ia  oder 
Dach  N — ta,  wo  a  pos.  nnd  beliebig  gross  werden  soll,  verschieben, 
immer  wird  die  za  integrireude  Function  unendlich,  wenn  man  in 
eine  andere  Weltgegend  gelangen  will.  Man  mnss  durchaus  2iB'iüzu 
in  die  zwei  Functionen  «"•*  und  — e-"**  zerreisson  und  hat  dann 

du 


f{z)  =  —   /   c"«  -7^==  +  .  -  /   e-"« 


Vu«— 1       »^./  Vu^  — 1 

(Die    Integrale   convergiren   in   u  =  N,     Beim  ersten  zum  Beispiel 
braucht  man  nur 

N  NN 

/.du        1   (  .     1)    ,    1      r.  .     du 

ZU  betrachten). 

Beim  ersten  Integral  kann  man  die  obere  Grenze  der  Nordhälfto 
des  Horizonts  entlang  fort  bewogen  und  beim  zweiten  die  untere 
Grenze  durch  die  Südhälfte;  hier  geschehe  es  bis  zum  Westpunkte. 

Am  Horizonte  ist   Vu^ — 1  »  u  und  galt  im  Ostpunkto  als  positiv; 

also  ist  "/tt*  — i  im  Westpunktc  negativ.    Es  ist  also 

1 

\       P  du  1       P  da 

-    /   «-•"  -F==--  =  -    /    «"•'•*  -7^-^^^    (Weg  wie  in  Fig.  35). 

"y      Vtt«— 1   ^^j      Vu^-i     *"        *   ' 

Ersetzt  man  nun  im  Integral  rechter  Hand  die  Variable  u  durch  — w, 
so  werden  die  neuen  Grenzen  zu  N  und  — 1  und  der  neue  Weg  liegt 

ganz  in  der  Nordhälfte  (Fig.  35).    In  —N  war  "/?«*  —  1   neg. ;    also 

ist  in  u  =  A^  statt  des  vorigen  Vu*  —  1  jetzt  —  Vu*  — 1   zu  setzen, 

damit  Vi*'*  —  1  in  m  =- iV  dieselbe  positive  Bedeutung  habe,   wie  im 
ersten  Integrale.    £s  ist  also 

1 

\   p    ,      du       \  r       ^^w 

tTt    /  Vu«—  1  i^J  Vu*-l 

N 

(Weg  wie  in  der  Nordhälfte  von  Fig.  35) 

sein    Anfang   schliesst   sich   an  das  Ende  des   ersten  Integrals  an. 
Man  kann  beide  vereinigen  und  hat 

du 

ttXU  


2     P  .        ,       du  \      P 

-     I    SinZtt      -Tzzzr-—   =  -       I     i 


Vm«— 1 

(Weg  wie  in  Fig.  36) 
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Liesen  Weg  kann  man  nun  auf  die  Realitätslinie  von  1  nach   —  1 

zusammenziehen.  Im  Ostpunkte  war  Vw* — 1  positiv  und  bleibt  es, 
bis  dass  u  kurz  vor  1  angelangt  ist.  Weil  u  nur  durch  eine  halbe 
positive  Drehung  in  die  Strecke  zwischen  — 1  und  1  kommen  kann, 

so  ist  längs  derselben  Vu^  —  l  =  iVi  -u^  nördlich  lateral.  Kehrt 
man  endlich  den  Weg  um,  so  ist 

oo  \  1 

flu 


IN        2      /•.  du  1     f 


Vu^-1        ^jJ  Vi— w< 

1 

Vi  -  u' 


2    r  du 

=  -    /  cosäm  • 


Diu  Pole  des  Integrals  liegen  in  1  und  —1  und  dasselbe  sind  zu- 
gleich die  Verzweigungspunkte  eines  zweiblättrigen  u-Feldes  mit 
einer  Uebergangslinie  von  1  nach  — 1.    £s  sei  nun 

ß   =. #     /.UM 


IT-   / «" 


(Weg  wie  in  Fig.  37 ;  in  a  sei  Vu*  —  1  positiv) 

Der  Weg  ist  eine  geschlossene  Curve,  welche  den  Pol  1  rechtläufig, 
hin^egen  den  —1  rückläufig  umschlicsst  (Fig.  37).  Zieht  man  diesen 
Weg  auf  die  Uebergangslinie  zusammen,  so  folgt 


-1 
und  somit  ist 


du. 


oo 

2    /'  .               ihi  1      /*    .          <^w  (Weg  wie  in 

2)            /  sin^w--—  =  0--     /   ^"•* -/ — ^^--  %'     oox 

n*^                Vu^— 1  2j;f^           yj^Jt__i  Flg.  32) 


Um  noch  eine  dritte  Integralform  zu  erhalten,  schalte  man  in 
diesen  Weg  einen  doppelten  positiven  Umlauf  um  ~1  ein,  längs 
dessen  das  Integral  0  beträgt  (Fig.  38).    Denn,  wenn  man 

u  =  —1  —  2^2 
setzt  (wo  i  abs.  <s  1)  und  sich        orientirt,  so  ist 

Vm*  - 1         ^  Vi  +  <* 


der  doppelte  positive  Umlauf  derVariaboln  u  hat  sich  in  einen  ein- 
fachen positiven  Umlauf  der  Variabelu  i  um  0  verwandelt  und  man  bat 
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7^     /  e"*^*^  -pz.:=L.^    (geschlossene  Carve  nm  0)     —  0 

*^  J  y  1  +  «* 

(Die  Pole  — /  nnd  i  sind  durch  die  Bedingung  med.  <  <  1  ausge- 
schlossen). Zerrt  man  nun  den  Teil  des  Weges,  der  im  zweiten 
Blatte  liegt,  durch  die  Uebergangslinie  hindurch  in  das  obere  Blatt, 
so  verwandelt  sich  der  erste  Weg  ohne  Aenderuiig  des  Integrals  in 
den  zweiten  (Fig.  39),  und  es  ist  somit 

OD 

2      /•  du  \      f  du 

I  siniju.  7^=^  «  wT-J  c«'"     /  -  -         (Weg  in  Fig.  39) 


Es  sei  nun 


Dann  ist 


„  =  i(,+i) 


also  positiv,  wenn  p  positiv  und  grösser  als  1  ist ;  ;>  beschreibt  einen 
rechtläufigen  Kreis  um  0.     Setzt  man  noch 

so  beschreibt  auch  s  einen  rechtläutigen  Kreis    um  0  mit  demselben 
Radius  wie  p  und  man  hat 

2  r  .  du         1    /•  ^'  y "  s)  ds 

(Weg  eine  geschlossene  Curvc  um  0) 


a 


Wird  die  Bessersche  Function  mit  J(x)  bezeichnet,  so  ist  die  Summe 

2/ 
'  ^        Vi)      ?.=o   xir(k+a+\) 

als  die   Dehnitionsgleichung  zu   betrachten.     Was   nun  auch    a  sein 
mag,  so  hat  man  immer 

1  1     f 

r(a)        2i7f^ 

(Weg  eine  aus  dem  Westpunkte  um  0  gelegte,  rechtläufige  Schlinge 

Fig.  40) 
Man  darf  daher 


92  Bigler:  Auswertung  einiger  bestimmten  Integrale 


ra  +  a+1)        2i7C 

setzen  und  weil 


—  J   6«M-A-a-l 


(Weg  Fig.  40) 


A: 


1=0  ^!  V    W  "■ 


so  hat  man 


y(a;)  =  -y^  /      *        *   .u-«-irfw    (Weg  wie  in  Fig.  20 

Diese  Formel  gilt  für  alle  a  und  x.    Sie  convergirt  stets,   welche 

endlichen  Werte  der  Parameter  a  nnd  das  Argument  z  auch  haben 

mögen.    Ist  X  pos.,  so  sei 

u  =  ^xt 

der  Ausgangspunkt  der  Schlinge   bleibt  dann  für  t  derselbe  wie  fQr 
u,  und  man  bekommt 


1     /•    **0"9 


—  je^  «-^-^^^    (Weg  in  Fig.  40) 

Ist  a  eine  ganze  Zahl,  so  schlicsst  sich  der  Weg  im  Westen,  und  die 
Schlinge  verwandelt  sich  in  eine  geschlossene  Curve  um  0.  Ver- 
gleicht man  nun  Formel  3  auf  Seite  91  mit  diesem  Ausdrucke,  so 
erkennt  man,  dass 

/OD 

ist    Wenn 

K  =y    xo-i(l— a;)/^-irfx 

(Weg  eine  vom  Punkte  t  aus  um  0  gelegte  rechtläufige  Schlinge) 

nnd 

W  =  J   x«-! .  (1  —  x)ß-^  dx 

(Weg  eine  vom  Punkte  t  aus  um  1  gelegte,  rechtläufige  Schlinge) 
dann  ist 

J?"*-.-^ !-  «  i7^-^  «-''"  ^-  ö^^-ir  ^"'"^  ^^   (Weg  Fig.  41) 
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Ist  nun  tt  pos.,  also  der  Pol  0  zugänglich,  so  verlege  man  den  Aus- 
gangspunkt der  Schliugenwege  in  den  Punkt  0,  und  weil  F  =  0  ist, 
so  bat  man 


Tä^T)  "  277r/^""'(^^^)^~''^^  (^^^  ^"  ^''^-  ^^) 


Nach  dieser  Formel  findet  man  nun 

Tii-Tli+a  +  l)  -  2-^/''-*<'-l)''-'  (Weg  wie  in  Fig.  41) 

und  weil  in  dieser  Gleichung  X  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet, 
die  Kall  nicht  ausgeschlossen,  so  besteht  dieselbe,  was  auch  a  sein 
mag.  Die  Function  (<^1)^~t  ist  im  allgemeinen  eine  transcendente 
Fanction  und  wird  algebraisch,  so  oft  a  einer  rationalen  Zahl  gleich 
wird,  t^-i  ist  eine  algebraische  Function,  die  zu  ihrer  Ausbreitung 
ein  zweiblättriges  Feld  erfordert.  Die  Uebergangslinie  gehe  von  0 
nach  dem  Westpunkte.    Nun  ist  auch 


JYTr.Vm  1^4-1^  =  A,/(^-l)«-*^^--^^  (Weg  wie  in  Fig. 


m-a)r(k-{'a+l)'~'  Un 


42) 


Der  Weg  dieses  Integrals  besteht  aus  einer  geschlossenen  Curve, 
welche  die  beiden  Pole  0  und  1  einmal  rechtläufig  und  einmal  rück- 
läufig umgibt,  wie  es  Fig.  42  anzeigt.  Um  die  Verzweigung  aufzu- 
lösen, setze  man 


u« 


Dann  gebt  u  rechtläufig  um  1  und  rückläufig  um  -  1  und  man  hat 
,.-.  -^C(H:_J) J_  /*(„»_i)a-j„2;^„        (Weg  wie  in 

^"8  dieser  Formel  folgt  nun  sogleich,  dass 


r.r 


i..  (Weg  in  Fig.  43) 

"''  »ad  weil 

-!-/(„»  _l)«-{„2H»rftt    (Weg  Fig.  43)    —0 
^  kann  man  auch  setzen 
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(Weg  in  Fig.  43) 
und  man  erhält  schliesslich 

JW  «  -Y^Y^  •  (0"  'Ji^/e'^-iu^-ir-^du     (Weg  in  Fig.  43) 

Diese  Formel  ist  gültig  für  alle  endlichen  Werte  von  a  mit  Aus- 
nahme des  Falles,  wo  o-f-}  eine  ganze  positive  Zahl  wird,  weil 
ra^a)  unendlich  wird,  und  das  Integral  verschwindet,  aus  Mangel 
an  Polen.  Setzt  man  hier  a  <=>  0  und  vergleicht  das  Resultat  mit 
der  Formel  (2)  auf  Seite  90,  so  erkennt  man  auch,  dass 


'      J 


•^W  '^  J  sin«?i  •  — 


ist. 
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IBS  welcher  sich  znnUchst 

9W=ff§  (4) 

ergibt;  dorch  Elimination  von  §  mit  Hilfe  von  (2)  erhält  man  q>(x) 
als  Fonction  von  x  dargestellt 

1q  dem  vorliegenden  Falle  aber  handelt  es  sich  um  die  Aus- 
lithroBg  der  Gleichung  (1),  also  um  ^(a;);  nun  ist 


WO  abermals  rechter  Hand  '4  mit  Hilfe  von  (2)  durch  x  zu  ersetzen  ist. 

Sind  alle  Werte  von  |  zwischen  den  Grenzen  —a  und  a  gleich 
möglich,  so  ist 

ond  die  Formeln  (4)  und  (5)  lauten  dann  einfacher 


1.   Es  sei 


80  wird 


2a 


9(ar) 


2a  a 


<iie  möglichen  Werte  des  Fehlers  x  liegen  zwischen  den  Grenzen 
—ao  and  aa  und  sind  alle  gleich  wahrscheinlich.  Die  Function  ^(x) 
verschwindet  für  alle  Werte  von  x,  die  Aufstellung  der  Gleichung 
(1)  Qnd  somit  auch  die  Bestimmung  wahrscheinlichster  Werte  der 
Unbekannten  wird  illusorisch. 

2.   Es  sei 

X  «=  asin'i,     </('i)  «  - 

TT 

^»«  Grenzen  von  i  sind  —n^  und  ^ ,  daher  — ä  und  a  die  Grenzen 

^<>^  '.   Man  findet  jetzt 

1 
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SO  dass  die  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  x  mit  seiner  Grösse  wftchst, 
und  an  der  Grenze  ur  =  a  die  Function  g>  unendlich  wird ,  während 
dem  Fehler  null  die  kleinste  Wahrscheinlichkeit  zukommt. 


Es  ergibt  sich  ferner 


^W=^iS 


so  dass  die  zur  Bestimmung  des  wahrscheinlichsten  Wertes  p  einer 
direct  beobachteten  Grösse  aus  den  n  Beobachtungsresultaton  führende 
Gleichung  (1)  nun  lautet 

Dass  aber  die  hieraus  resultirende  Lösung  nicht  einem  Maximum, 
sondern  einem  Miniraum  der  Wahrscheinlichkeit  entspricht,  geht 
unmittelbar  aus  der  Natur  der  Function  y  hervor,  welche  kein 
Maximum,  sondern  blos  ein  Minimum  von  Sl  zulässt.  Auch  aus 
dem  einfachsten  Falle  einer  einzigen  Beobachtung  ist  dies  zu  ent- 
nehmen; ihr  Resultat  l^  hätte  dann  notwendig  als  wahrscheinlichster 
Wert  von  p  zu  gelten,  und  dies  entspricht  dem  Minimum  von 


auf  welchen  Ausdruck  sich  Sl  hier  reducirt 
3.    Es  sei 


dann  ergibt  sich 


X  -  aj«,    g{^)  -  ~ 


(p{xy 


4«  Va. 


Die  Wahrscheinlichkeit  nimmt  ab,  während  die  Grösse  des  Fehlers 
wächst,  und  für  «  «  0  wird  tp  unendlich ;  zudem  sind  Fehler  nur 
eines  Vorzeichens,  und  zwar  desselben,  welches  die  Coustante  a 
besitzt,  möglich. 

Für  die  Function  ^(x)  ergibt  sich  der  Ausdruck 

t/'W  -  -  2i 
und  es  lautet  demnach  die  zur  Bestimmung  von  p  dienliche  Gleichung 

-  T  +  -V  +      •  +  — ;-  -  ^ 
p—h      p—h  '  p-ln 


MUetlUn.  \\\ 

'5. 
Zar  InlialtttbereehiiaDgr  der  Fllleheii  uud  KSrper. 

Ist  bei  einer  Curve  die  Sabtangente  das  fi-fache  der  Abscisse, 
so  ist  der  Inhalt  Feines  von  der  Abscisse  ar,  der  Ordiiiato  y  uud 
dem  ZQgeliörigeu  Bogen  begrenzten  Segments  gegeben  durch: 

Wenn  in  der  Fignr  die  Subtangente 

AB^  fix 
80  ist 

OA  =  (l  — f»)x    (ft,  kann  auch  >  1  sein) 

Bei  einer  nnendlich  kleinen  Aenderung  von  x  verhalten  sich  die 

1— tt 
Aenderungen  der  Flächen  OBC  und  OAC  wie  1 :  — ;^ -*  worauf  folirt, 

daas: 

Aas  dieser  Gleichung  ergibt  sich  der  fflr  F  gegebene  Aasdraek. 


Wenn  F  die  Gnmdfläche  eines  prifmattsebe«  Klirpen  von  dtfrr 
Höhe  1  ist,  so  ist  das  Volumen  dieses  Kdrpers: 

Bei   diesem  Körper  kann  man  auch  x  als  die  Höhe  und   p,t   §t$ 
Dürchschuittsfl&che  in  der  Höhe  x  ansehen. 

Hat  eine  Curve  zur  Gleichung 

y  r^  aar« 

(n  positiv  ganz  oder  gebrochen),  so  ist  die  Subtangeate 

X 

gleich  -,  also  proportional  der  Abscisse  und 

1 
also  ist 
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1  aa:w+l 

n+l    *^       n-f-l 

Es  ist  daher  anch  das  Volumen  eines  Körpers,  dessen  Schnittfiäche 
in  der  Höhe  x: 

f(x)  =  ox" 

ist,  gegeben  durch 

Kiel,  den  26ten  December  1889. 

^igow  ski. 


*  i 
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dang  homologer  Punkte  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  mit  den 
Punkten  AmBmCm  entstoben  und  welche  mit  Ha  bezeichnet  seien. 
Den  Beweis  für  die  oben  angeführten  Behauptungen,  dessen  Gang 
in  allen  drei  Fällen  der  nämliche  ist,  werden  wir  auf  den  ersten 
derselben  beschränken  dürfen. 

Ein  Punkt  nun,  welcher  die  Strecke  Bm  Cm  im  Yerhältniss  q  :  p 
teilt,  hat  den  Ausdruck 

Ta  =  (pd^+qh^)A  +  ipb"'-\-qa'")B'{-{pa"'-{'qc^)C 

ebenso  ergeben  sich  die  Ausdrücke  für    die  Teilpunkte  auf  Cm  Am 

und  AmBm 

Tb  =  {pb"*  +  qa'")A  +  (pa'^+qc'^)  B+ipc^  +  qb^)  C 
Tc  =  (pa^  +  qc^)  A  +  (pc'^-^-qb^)  B  +  ( pb'«  -f-  qa"^)  C 

Da  der  erste  Teilpunkt  mit  A^  der  zweite  mit  Ä,  der  dritte  mit  C 
verbunden  wird,  so  beweist  das  Verschwinden  der  Determinante 


0  —  (pa*"'{-qc*^)  pb^'\'qa^ 

pc^-^-qb^  0  — (pb'^-^-qa^) 

— (pc^  +  qb"*)         pa^  -f"  ö<^"*  ö 


—  0 


dass  die  drei  Verbinduugsgeraden  durch  denselben  Punkt  gehen.  Für 
den  Schnittpunkt  selbst  erhalten  wir  aus  der  Determinante  den  Aus- 
druck 

*        pc'^-^-qb'^      ^^  pa^-^-qc^       "•"/}&*" -f- c^a"* 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke  ;?  =  0,  so  wird 

1        im        *    c"*        '    a*" 
Setzt  man  2  =  0,  so  wird 

Setzt  man  p  —  q,  so  wird 

_       1  _1 1         _ 


Setzt  man  ^j+g  —  0,  so  wird 
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Wai  nnn  noch  die  Hyperbeln  angeht,  welche  auf  die  oben  anter 
2.  und  3.  angegebene  Weise  entstehen,  so  sind  die  auf  denselben 
liegenden  Punkte  gegeben  durch  die  Ansdrflcke 


Für  p  —  0  wird 


I^.  =  ^^  +  ,^^  +  ,^^^0.' 


^'»  =  i^  +  A^^  +  i^=^— 


Für  g  =  0  wird 


Für  p  =  g  wird 
Für  p+3  —0  wird 

xr  = i A  J f ß  J f Q^^  p      i 

Die  Constanten  für  Hßi  und  //^o  sind  bestimmt  durch 

figih^ymlßmlOCm 

und 

Die  Mittelpunkte  also  durch 

Hm2  ^ym€l/A  +  ßmdßB'{'amdaC 
//«3  =  /5m'^/J  A+  ttmda  B-^-yrndy  C 
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2qc^+pS,  0  —  (2qh^'\'p£)     —  0 

Dieselbe  verschwindet,  wie  man  nach  Addition  der  Reihen  sofort  er- 
kennt, und  lässt  somit  ersehen,  dass  in  der  Tat  die  drei  Yerbin- 
dangsgeraden  dnrch  denselben  Pnnkt  gehen. 

Man  erhält  ans  dieser  Determinante  das  Verbftltniss  der  Coor- 
dinaten  eines  Schnittpunktes: 

*t  •  *s  !  's  —  (2qa^+pS)(2qb'^+p2:)  :  {2(ib^'\'pZ){2q(f^+pZ) 

:  {2q€^+pi:){2qa^']'p£) 

Setzen  wir  in  diesem  Ausdrucke,  um  einige  Punkte  näher  kennen  zu 
lernen,  zunächst  p  =  0,  so  wird  der  Schnittpunkt 

dies  ist  aber  der  Punkt  Om.    Setzen  wir  g  «  0,  so  wird 

dies  ist  der  Pnnkt  G^o*    Setzen  wir  ferner  g  —  —  p,  so  wird 

Y^z=9a,  ihA  +  dk  .  9cB+dc .  8aC 
wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

Dieser  Punkt  soll  mit  Mmz'  bezeichnet  werden.  Setzen  wirp»  —  2g, 
so  wird 

oder 

^3  =  ä"*-)-^      "*   Ä"4-c*»      ''   ä"*  +  c« 

dieser  Pnnkt  ist  oben  mit  /Sms'  bezeichnet  worden.  Setzen  wir  end- 
lich j9  —  g,  so  wird 

y  =  (3a«4-ft~-f  c«")(a"»-|-3&"»-f  c«»)^-f(a"4-3*"'+c^)(ö'"+^"'+3c«»)i? 

oder 

1  1  ^ 


dieser  Punkt  soll  mit  Rna'  bezeichnet  werden. 


Brocantachen  Dreiecke  in  Beziehung  stehen,  119 

Aas  dem  Ausdrucke  für  den  Schnittpunkt  dreier  hier  in  Betracht 
kommenden  Geraden: 

Y=:{'2qa'«+p2:){2qb"»'\-p£)A  +  (2qb'^  +  2^S)(2qc'»'  +  p2)B 

+  (2qc">  +pS)  (2qn'n-{-p  2)  C 

ersielit  man,  dass  die  für  dasselbe  m  und  verschiedene  p  und  q  er- 
halteoen  Schnittpunkte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen.  Dieser  Kegel- 
schnitt ist  dem  Coordiuatendreieck  ABC  umschrieben.  Um  uns  davon 
in  überzeugen,  bestimmen  wir  mit  Rücksicht  darauf,  dass  auf  dem 
Kegelschnitte  die  Punkte  try  und  O,,/  liegen,  die  Constanten  /,  g 
Qod  h.  Wir  erhalten  zu  diesem  Zwecke  die  beiden  Gleichungen 

Daraas  wird 

Süll  non  irgend  ein  anderer  Schnittpunkt  mit  den  Coordinaten  x^,  x^, 
'i  aaf  dem  durch  die  fünf  Punkte  A,  B,  C\  Gq  und  Om'  bostiramten 
Kegelschnitte  liegen,  so  muss  wieder  sein 

Z  +  ^  +  .^-o 

*i       a?8    •    arg 
Im  Torliegenden  Falle  erhält  man  aber 
(6«  -  0«)  (2qc'"'{-p£)  +  ((?"•  —  6"")  (2  ga"»  +p2) 

was  sofort  ersichtlich  ist,  mithin  liegen  alle  oben  gekennzeichneten 
Schnittpunkte  auf  jenem  Kegelschnitte. 

Dieser  Kegelschnitt  kann  nach  einem  früher  angeführten  Satze 
Dw  eine  Hyperbel  sein,  da  er  ja  durch  die  Punkte  A,  Ä,  C  und  Gq 
^^K  Gq  aber  immer  innerhalb  des  Dreiecks  ABC  liegt. 

Es  seien  die  hieher  gehörigen  Hyperbeln  mit  H-^s  bezeichnet, 
<hQn  sind  die  Ausdrücke  für  die  Punkte  auf  Hyi  und  Hy2  bzhw. 

^1  =  2^i^i^p~2  ^  +  2^+p2:  ^  +  2qc^  +  pZ  ^ 
111 

^«  "■  ^^-f^  ^  '^2q<^-fJZ  ^'^2qa'^-\-pE  ^ 

Daraus  ergibt  sich  für  ;>  ==•  0 
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schon  früher  dargetau  wurdo.  Wenn  mau  nämlich  die  Geraden 
A'Bm^  B^Cm^  C'Ain  um  ihre  eigene  Grösse  nach  entgegengesetzter 
Richtung  vorlängort  und  die  so  erhaltenen  Punkte  mit  -4,  B^  C 
bzhw.  verbindet,  so  schneiden  sich  diese  Geraden  gleichfalls  im 
Punkte  <S„,3'.  Daraus  wird  ersichtlich,  dass  je  zwei  der  genannten 
Geraden  zusammenfallen,  und  dass  also  je  vier  der  oben  genannten 
Punkte  in  gerader  Linie  liegen,  z.  B.  die  Punkte  B^  Sa,z\  Cm'  und 
der  oben  näher  gezeichnete  Punkt  auf  B'Cm^ 

Setzt  man  ferner  p  =  rjr,  so  wird 

+  (2a'" + Ä»»»  4-  2c*")  ( 2a»«  +  26"»  +  c"»)  B 
+  (2a"« + 2ft "  4- c"» )  (a"»  4- 2^»"»  +  2c:«"  )  C 
oder 

1_ 1 1 


2a"»  +  2^»"» + c"»  "     '    a"»  +  '2b'"  -|-  2c''"        ^  2«"»  +  ö'"  +  2c"» 
dieser  Punkt  soll  mit  D„a^  bezeichnet  werden. 
Setzt  man  <z  =•  — ;?,  so  wird 

F3  =  a"» b"*,A-{-b'» c"» .  jö+a^c"» . C 
oder 

c  a  »> 

dies  ist  aber  der  Punkt  Om'.  Es  gehen  also  die  Geraden,  welche 
man  durch  die  Eckpunkte  /1,  B^  C  des  Coordinatendreiecks  parallel 
zieht  bzhw.  zu  den  Geraden  A'Bm\  B'Cm\  C'Am\  durch  den  Punkt 
Oo,'.  Da  aber  auf  der  Geraden  AOm  auch  der  Punkt  -ö«,  auf 
BOm^  auch  Cm,  auf  COm  auch  ^Im  liegt,  so  finden  wir,  dass  ABm  || 
A*Bm\  BCm  a  i^'6'm',  e^m  II  B'Cm,  CAm  I  C'^m'  ist. 

Setzt  man  ferner  q  =  —  2/?,  so  wird 
oder 

y,^  =  1-a^\b  +1  C 

wenn  ö^,  5y,  de  die  früher  gebrauchten  Abkürzungen  bezeichnen 
Dies  ist  aber  der  Punkt  jV,„3'.  Wenn  man  also  die  Strecken  A'Bm\ 
B'Cm'y  C'Am*  über  Bm\  Cm',  Am'  hinaus  bzhw.  je  um  die  eigene 
Grösse  verlängert  und  die  betr.  Punkte,  welche  mit  Slj,  ^3,  (£3  be- 
zeichnet werden  mögen,  mit  A,  B,  C  verbindet,  so  schneiden  sich 
die  letzten  drei  Verbindungslinien  im  Punkte  3/^3'.    Wir  haben  aber 
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fahrt,  wenn  man  den  eingeschlagenen  Weg  noch  einen  Schritt  weiter 
verfolgt,  unmittelbar  auf  die  oben  angegebene  Formel,  welche  für 
gewöhnlich  über  die  ^Natnr  des  Kegelschnittes  Aufschluss  bietet, 
deren  Ableitung  indes  unterbleiben  soll. 

Wenn  wir  nun  die  gepflogene  Erörterung  auf  den   oben  behan- 
delten Kegelschnitt  /fy» 

a-i  a^j  i^a 

anwenden,  so  müssen  zhnächst  die  Punkte 

G2m%  =  ca^M+aä»"  B^V^  C 

Sm%  =  c"(tt"«  +  h^)  ^  -fa"»(i"»  +  c™)  i^  +  6«(a"« +c"«)  C 

Mmü  =  c^{aJ^  +  />"»  —  c^)i4  +  a»*{h"*  -f-  c"»  —  «"»)Z?  +  *"»(«"»  —  />"»+  c"»)  C 

Jimß  ^  <?"•(«"'  +  Ä*"  +  Sc»»)  ^  +  a'"(3a'"  +  1"*  +  c'")  B 

+  6'»(a'"  4-  3/v"*  4-  ^'")  ^' 

-f  i"»(2a'» + />«  +  20"»)  C 

in  gerader  Linie  liegen,  da  die  Coordinaten  derselben  die  reciproken 
Werte  der  Coordinaten  von  Punkten,  die  auf  dem  betr.  Kegelschnitte 
liegen,  darstellen,  jede  gleichnamige  derselben  multiplicirt  mit  dem 
nänüichen  Factor. 


m 


Es  ist  aber  GmA  der  Schnittpunkt  der  durch  ^m,  Bm  und  C, 
bzhw.  zvL  AB^  BC  und  CA  gezogenen  Parallelen,  ebenso  <?2m3  der 
Schnittpunkt  der  durch  ^2111,  ^2in,  C2m  zu  AB^  BC  und  CA  bzhw. 
gezogenen  Parallelen.  Sms  ist  die  Mitte  von  G^mO\  3/»,3  ist  der 
Schnittpunkt  der  durch  A\  B\  C  zu  AMm's^  BAfmi\  CMmz'  bzhw. 
gezogenen  Parallelen.  Die  Richtigkeit  der  letzten  Behauptung  er- 
kennt man  daraus,  dass  die  Determinannte  ^) 


1  11 

0,  — Öeda,        de  8b 


=  0 


ist,  wovon  man  sich  überzeugt,  wenn  man  die  dritte  Reihe  zur 
zweiten  addirt  Auf  den  Geraden  Ä'Mm3,  B'Mmz,  C'MnCi  liegen  auch 
bzhw.  die  Punkte  -0«,  C«  und  Am-  Ausserdem  liegt  A/ms  auch  auf 
der  Geraden  Mms'GQ  und  wird  die  Gerade  A/ms  A/ms'  durch  6q  so 
geteilt,  dass  man  hat 


1)  Progr.  dea  k.  Qjmn.  za  Kempten  t.  J.   1889.  I  4  §  3. 
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M„aGo  :GoM„A*  =  1:2 

Der  Punkt  G  nämlich,  welcher  die  Gerade  MmaMnü'  im  angegebe- 
nen Yerhältniss  teilt,  ist  gegeben  dnrch 


Da  nun 


und 


^  ^  23f„8  +  3f-8' 


Mnß  — — * 

-,    ,         ^a^hA'\-öhÖeB4-^cdaC 
Mtnß    =■  p 


ist,  wenn  zur  Abkürzung  der  Ausdruck 

2(a"»  &•»  +  a"»  <?"•+ 6"»cw)  —  (a^«  4. 62«»  -f-  c»»")  .  K 

gesetzt  wird,  so  Ist 

KA+KB+KC 
3K 


G '—^^ Go 


Der  Punkt  Mmz  ist  auch,  wie  aus  der  Zusammensetzung  seiner 
Coordinaten  sogleich  ersichtlich  wird,  der  Mittelpunkt  eines  dem 
Coordinatendreieck  umschriebenen  Kegelschnittes,  dessen  Gleichung 
ist 

Bildet  man  zu  diesem  Kegelschnitte  in  derselben  Weise  die  reciproke 
Gerade,  wie  dies  oben  von  der  Geraden  MnaGmz  und  dem  Kegel- 
schnitte /Tys  angegeben  wurde,  so  wird  dieselbe 

Wir  könnten  also  aus  der  Lage  der  Geraden  MmzGtia  gegen  den 
Kegelschnitt  Mms  die  Natur  des  Kegelschnittes  Hy^  erkennen.  Da 
wir  uns  aber  auf  anderem  Wege  ttberzeugten,  dass  jener  Kegelschnitt 
eine  Hyperbel  ist,  so  können  wir  daraus  den  Schluss  ziehen,  dass 
die  Gerade  GmzMmz  den  Kegelschnitt  MnA  in  zwei  reellen  Punkten 
trifft,  wie  dies  auch  die  Auflösung  der  beiden  Gleichungen 

und 

deren  erste  die  Gerade  GaaMna  darstellt,  ergibt. 


JBrocar<f  sehen  Dreitche  in  Beziehung  stehen.  l29 

Der  oben  erwiesene  Satz  kann  nnn  natürlich  auch  benutzt  wer- 
den, um  Punkte  auf  der  Hyperbel  /Tys,  welche  gewissen  Punkten  auf 
der  Geraden  Gaa  ^^mz  entsprechen ,  kennen  zu  lernen.  Bestimmen 
wir  zunächst  den  unendlich  fernen  Punkt  Ums  jener  Geraden,  so 
erhalten  wir  dessen  Coordinaten  aus  den  beiden  Gleichungen 

und 

arj  +  Ä-j  +  ara  =  0 
Man  erhält  daraus 

Nun  mnss  der  entsprechende  Punkt  üms',  dessen  Coordinaten  das 

Verhältniss 

1 1 

1 

haben,  sowohl  auf  der  Hyperbel  Hys  als  auch  auf  dem  Kegelschnitte 
^/m3  liegen,  wovon  man  sich  auch  direct  überzeugen  kann. 

Auf  der  Geraden  3fm3  Gmz  liegt  auch  der  Punkt 

önd  zwar  halbirt  derselbe  die  Strecke  A/msC^ms,  mithin   muss  auch 
der  Punkt 

Z«3'= \ A 

—  a^ijb^  -\-  c"»)  -|-  &'»(a"»  +  c"»)  —  i-*» 

+ L ^ 

+ 


*^'  der  Hyperbel  £/y3  liegen,  was  sich  wieder  leicht  verificiren  lässt. 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  möge  noch  erwähnt  werden, 
«asa  für  (Jeu  eingangs  unter  1.  aufgeführten  Fall  an  Stolle  des  auf 
^®^  Hyperbel  /fys  liegenden  Punktes  Om'  der  Punkt  G^m^  im  Falle 
^'  der  Punkt  Om  tritt,  dass  ferner  der  Punkt  ßm\  die  Strecke  0„fi,n* 

^^^  4.  lUtk.  u.  Phjrg.    2.  Reihe,  T.  Jl.  » 
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und  der  Punkt  Sm2  die  Strecke  G^mOm  halbirt  Ferner  ist  im 
Falle  1.  und  für  m  »  2  die  erwähnte  Hyperbel  identisch  mit  der 
sogenannten  Hyperbel  der  neun  Punkte,  welche  von  Brocard  als 
Hyperbel  F  bezeichnet  wurde. 

Wie  man  sieht,  müssten,  wenn  man  überhaupt,  nachdem  dieselbe 
als  geometrischer  Ort  erkannt  ist,    noch  besondere  Punkte  auf  der- 
selben hervorheben  will,  auch  noch  die  beiden  Punkte  Z>2i'  ^^^  ^ti 
erwähnt  werden. 


IV. 

Zu  jedem  der  in  den  beiden  vorhergehenden  Abschnitten  be- 
handelten Fällen  ergeben  sich  Seitenstücke,  wenn  man  die  beiden 
Dreiecke  ABC  und  ÄmBmCm  vertauscht  denkt.  Wie  dort,  so  wären 
auch  hier  wieder  je  drei  Fälle  zu  unterscheiden.  Es  wird  genügen 
nur  je  den  ersten  derselben  zu  berücksichtigen.  Verbinden  wir 
nämlich  A  mit  Am\  B  mit  Bm  9  C  mit  Cm^  teilen  diese  Strecken 
in  demselben  Verhältniss  und  verbinden  den  ersten  Teilpunkt  mit  Am^ 
den  zweiten  mit  Bm^  den  dritten  mit  Cm',  so  schneiden  sich  diese  Ge- 
raden in  demselben  Punkte  und  der  geometrische  Ort  aller  für  das- 
selbe m  auf  diese  Weise  erhaltenen  Schnittpunkte  ist  eine  Hyperbel, 
welche  dem  Dreieck  AmBmCm  umschrieben  ist. 

Es  seien,  um  den  Beweis  zu  führen,  die  Strecken  AAm  etc.  im 
Verhältniss  von  p :  q\  geteilt ,  so  erhält  man  für  den  Teilpunkt  Ta 
auf  der  ersten  Sti*ecke 


r  ^      (    AJ^     Bm±Cn.\ 


oder,  wenn  für  Am  und  Cm  die  bekannten  Werte  gesetzt  werden 
Ebenso  wird  der  Teilpunkt  auf  BBm 

Endlich  wird  der  Teilpunkt  auf  CCm 

Tc  =  l)(a"'  +  C»)  A+p(L'"  +  c»0  A4-  (2q2+2K<^'"  +  ^'")  )  ^' 

Sollen  nun  die  drei  Geraden,  welche  man  erhält,  wenn  man  den 
ersten  Teilpunkt  mit  Am,  den  zweiten  mit  Bm,  den  dritten  mit  Cm 
verbindet,  durch  denselben  Punkt  gehen ,  so  muss  die  Determinante 


JS^ 
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sein,  was  sich  nach  Addition  der  Reihen  sofort  ergibt. 

Für  die  Coordinaten  eines  Schnittpunktes  erhält   man  aus  der 
Determinante  den  Ausdruck 

ar j  :  x^  :  ar3  «  (Aq^b'^c^  —  2pq(c'^  —  h"*)*'\-p^K) 
:  (4q*  a«  c«  —  2pq  (o«  —  c^)^  +P*A'  ) 

wenn  man  zur  Abkürzung  den  Ausdruck 

setzt. 

Um  einige  dieser  Schnittpunkte  kennen  zu  lernen,   setzen   wir 
zunächst  9  «  0,  dann  wird  der  Schnittpunkt 

Y=ä  +  B+C=Gq 

Setzen  wir  ferner  p  =  0,  so  wird 

oder 


Setzen  wir  weiter  p  =>  —  2^,  verlängern  wir  also  die  Strecken 
A,^m\  BBm  ,  CCm  um  die  eigene  Grösse  derselben  über  A„t'^  -B„/, 
<V  hinaus,  und  verbinden  die  so  erhaltenen  Teilpunkte  mit 
Am,  Bmy  Cm,  SO  wird 

Y^a"*daÄ  +  b'"öbB-\-c^öcC 

dies  ist  aber  der  Punkt  Mmi.  Da  aber  die  Geraden  AmMmi', 
BmAfmh  CmMmi  auch  durch  die  Punkte  A\  B\  C  gehen,  so  sieht 
man,  dass  auf  jeder  dieser  drei  Geraden  vier  sich  entprechende 
Pnnkte  liegen. 

Setzen  wir  p  =  q,  verbinden  wir  also  die  Mitten  der  Strecken 
AAm  etc.  mit  Am  etc.,  so  wird 

Y  =  (U»* c"»  —  2(c"«  -  b"*)^  +  K)A+  (4a"« c^  —  2(a"»  —  c^)^+  K)  B 

_|_  (4«in  im  —  2(ar  —  «»"•)*  +  K)  C 

Dieser  Punkt  soll  mit  Emi  bezeichnet  werden. 
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dieselben  zu  dem  Dreieck  AmBmCm  in  derselben  Beziehung  stehen, 
wie  die  Punkte  Am^  An,  Cm  zum  Dreieck  ABC^  so  sind  für  i»  =•  fi 
»  2  die  Dreiecke  ABC  und  AmBmCmi  wie  schon  bemerkt,  einander 
ähnlich,  mithin  das  Yerhältniss  der  Seiten  fOr  die  beiden  Dreiecke 
dasselbe.  Bilden  wir  nun  die  Hyperbel  (Pmi,  so  ist  diese  dem  Drei- 
eck A^  B2  Q  für  m  =  2  umschrieben,  und  ihre  Constanten  sind  ge- 
geben durch 

Bilden  wir  aber  in  Bezug  auf  das  Dreieck  A^  B^  C^  und  mit  Rück- 
sicht auf  AfjLBfxCfi  die  Hyperbel  F,  so  sind,  die  Seiten  des  Dreiecks 
AiB^Ci  mit  a\  b\  c'  bezeichnet,  die  Constanten  derselben  gegeben 
durch 

oder  nach  der  obigen  Bemerkung 

und  da  diese  Hyperbel  ebenfalls  dem  Dreieck  A^B^C^  umschrieben 
ist,  so  müssen  die  letztgenannten  Hyperbeln  identisch  sein.  Man 
kann  sich  also  die  Hyperbel  F  in  Bezug  auf  das  Dreieck  A^B^C\ 
auf  vierfache  Weise  entstanden  denken  und  es  liegen  auf  den  von 
Af^  ^2)  ^%  ausgehenden  Strahlen  noch  je  zwei  weitere  sich  ent- 
sprechende Punkte.  Wegen  der  Identität  der  beiden  Hyperbeln 
<D2i  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC  und  F  in  Bezug  auf  A^B^C^ 
und  wegen  der  Aehnlicbkeit  der  beiden  genannten  Dreiecke  muss 
auch  die  Hyperbel  T,  welche  dem  Dreieck  ABC  umschrieben  ist, 
ähnlich  sein  mit  der  Hyperbel  <I>2i,  welche  dem  Dreieck  A^B^C^ 
umschrieben  ist. 

V. 

1.    Teilt  man  die  Strecken  -4Jm,  BBm^  CCm  in  demselben  Ver- 
hältniss  und  verbindet  die  Teilpunkte  bzhw. 

«)  mit  A\  B\  a 
ß)  mit  Am\  /?m',  CJ 

so  schneiden  sich  diese  Yerbindungsgeraden  in  demselben  Punkte, 
und  der  Ort  dieser  Schnittpunkte  ist  eine  Hyperbel,  welche 

a)  dem  Dreieck  A'B'C 
ß)  dem  Dreieck  AmBnxCm' 

umschrieben  ist. 
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2.  Teilt  man  dio  Strecken  ^C,«,  BA,n,  CBm  in  demselben  Ver- 
kiltniss  Qnd  verbindet  die  Teilpnnkte 

«)  mit  A\  B\  C* 
f)  mit  Cm\  Am\  Bn,' 

so  schneiden  sich  die  Verbind nngsgeraden  in  demselben  Punkte  und 
der  Ort  dieser  Schnittpunkte  ist  eine  Hyperbel,  welche' 

«)  dem  Dreieck  A'B'C 
ß)  dem  Dreieck  ilm'^m'C,,,' 

nrnschrieben  ist. 

3>    Teilt  man  die  Strecken  ABmt  BCm,  CAm  in  demselben  Ver- 
häJtüiss  und  verbindet  die  Teilpunkte 

«)  mit  A\  B\  C 
ß)  niit  B^\  CJ  An,* 

w  schneiden  sich  die  Yerbinduugsgeraden  in  demselben  Punkte  und 
wie  diese  Schnittpunkte  liegen  auf  einer  Hyperbel,  welche 

«)  dem  Dreieck  A*B'C' 
ß)  dem  Dreieck  AjB„:c„, 

ömschrieben  ist. 

Es  wird  auch  hier  wieder  genügen ,  den  Beweis  auf  den  ersten 

^  zu  beschränken ,  da  der  Gang  für  die  beiden  andern  der  tiäm- 
üche  ist. 

.      ^)  Teilt  man  die  Strecke  AAm  im  Yerhältniss  von  qip,  so  er- 
^'  man  für  den  Teilpunkt  Ta  den  Ausdruck 

rr     __pA+qAm 
Ta  =  (p£  +  qa'^)A  +  q(i^B  +  qb'^  C 

^^^hio  erhält  man 

Tb  =  qC^A  +  ipZ  +  qb^)  B+q(Jt^  C 
Tc  =  ql^A-\-qa'^B  +  ip2+qc'^)  C 

^bindet  man  nun  den  ersten  Teilpunkt  mit  A\  den  zweiten  mit 
)  den  dritten  mit  C%  so  wird  die  Determinante 
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B^A'  +  C'—B' 
C^A^  +  B'—C 

Der  Eiofachbeit    halber  machen    wir  diese  Substitationen  in  den 
Ausdrücken  für  Ta  etc.    Dann  wird 

Ta^{pZ+qa^)(B'-{'C'—A')+qc«*{A'-{-C'—B')-{-qb'n^A'^B'  ^C') 
=  (qß,^.pZ)A'+(qde+pi:)B'+(qöb+p2)C' 

n=q(f^{B'+C'-  A')+(p2+qb'^)iA'-B'-^C')'^qa»^(A'+B'  ■■€') 
=  {q9,^£)A''}-(qöö-p2)B'+(qda+p2)C* 

Tc  =  ^f>^(B+C'--'A')+qa«*(A'+C'-B)i-(pS-\-qc»^)(A'+B''--C') 
=  (qßb+pi:)A'+(qda-\-p2)B'+(qöc-p2)C' 

Da  nun  der  erste  Teilpunkt  mit   i4'(l,  0,0),   der  zweite   mit   B'(0 
1^  0),  der  dritte  mit  C'(0,  0,  1)  verbunden  wird,   so  erhält  man  für 
den  Schnittpunkt  dieser  drei  Geraden 

Yi  =  i^b+pS)  (q9c  +p2)  A'+(qda+p£)  (qöc  +p2:)  B' 

+  (q6a+pE){q6i  +  pZ)C' 

oder 

^        q^a  -^P^  q(^b  -\-p^  q^c  -{-p^ 

Setzt  man  nun  in  diesem  Ausdsucke  79  »  0,  so  wird 

Wie  man  sieht,  stellt  dieser  Punkt,  da  das  Verhältniss  der  Seiten 
JD  beiden  Dreiecken  das  nämliche  ist,  im  Dreiecke  A'B'C'  den 
Pönkt  Affn'  dar;  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC  aber  ist  dieses  der 
Pnnkt  A/,„,  was  für  m=  2  bekannt  ist,  da  ja  der  Mittelpunkt  des 
einem  Dreieck  umschriebenen  Kreises  zusammenfällt  mit  dem  Schnitt- 
punkt der  Höhentransversalen  des  Dreieckes,  dessen  Ecken  die  Sei- 
tenmitten des  ersten  Dreiecks  sind. 

Für  g  —  0  wird 

Y^^A'+B'  +  C'  =  A  +  B+C=Go 

Für  |)-|-g  «0  wird 

Fl  =  "^  A'  +  J-  B'  +  \c 
a***  o***  c"* 

Kes  ist  aber  für  das  Dreieck   ui'B'C   der  Punkt  G?-«.    Für  JBC 
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stellt,  wie  wir  gesehen,  derselbe  Paukt  den  mit  Sm\  bezeichneten 
dar.  Diesen  Umstand  kann  man  bcuntzen,  um  für  das  Dreieck 
A*B'C^  die  Punkte -4-Mi  Ä-m  C_m  zu  construiron ,  indem  man  durch 
Bwi\  die  Parallelen  zu  den  Seiten  des  Dreiecks  zieht  und  auf  diesen 
die  Entfernung  des  Punktes  &m\  von  dem  einen  Endpunkte,  vom 
anderen  Endpunkte  aus  anträgt  Umgekehrt  ergibt  sich,  dass  die 
durch  die  Punkte  ^M^m  Cm  des  Dreiecks  A'B^C*  zu  den  Dreiecks- 
seiten gezogenen  Parallelen  sich  im  Punkte  Sm\  des  Dreiecks  ABC 
schneiden. 

Für  p  ^  q  wird 

1                      1  1 

r=  —  —  A*  4- —  Ä'  4- 


Dies  ist  mithin  für  das  Dreieck  A'B'C  der  Punkt  Ämi'.  Gonstruirt 
mau  also  für  das  Dreieck  AbC  das  Dreieck,  welches  in  der  Elemcu- 
targeomctrio  zum  Nachweis  des  Satzes  dient,  dass  die  Ilöhentrans- 
versalou  des  Dreiecks  durch  denselben  Punkt  gehen ,  und  welches 
mit  A"B*C"  bezeichnet  werden  möge,  sucht  für  dieses  Hülfsdreieck 
die  Punkte  AmBmCm  und  halbirt  die  Verbindungslinien  dieser 
Punkte  mit  den  Eckpunkten  des  Hülfsdreiecks  und  verbindet  diese 
llalbirungspuukto  mit  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  ABC^  so  gehen 
auch  diese  Geraden  durch  den  Punkt  Äni  des  Dreiecks  ABC, 

Um  nunmehr  nachzuweisen,  dass  alle  durch  den  Ausdruck  Y 
bestimmten  Punkte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  welcher  dem 
Dreieck  A'B'C  umschrieben  ist,  bestimmen  wir  das  Verhältniss  der 
Coustanlen  /;  g^  h  des  durch  A'B'C\  GQM,n\  {M,n\*  in  Bezug  auf 
A'B'C)  gehenden  Kegelschnittes.  Wir  haben  zu  diesem  Behufe  die 
beiden  Gleichungen 

und 

am  f^  iMg  ^  c*»h  =  0 

Daraus  wird 

Da  nun  aber,  wovon  man  sich  leicht  überzeugt,  auch  die  Gleichung 
«u  Hecht  besteht 

♦^^  Uoijon  alle  oben  bestimmten  Punkte  Y  auf  dem  durch  die  Punkte 
ftsC*  (i'o.Vw  bestimmten  Kegelschnitte. 

>>ir  dou  Mittelpunkt  dieser   Curve,   welche  eine  Hyperbel  sein 
i«<*#flk  4ä  i*\  iuuerhalb  des  Dreiecks  A'B'C  liegt,  ergibt  sich 


142  Mülltr:   Üther  KegeUchniUe,  die  tu  dem  veraUffwULemerien 

ß)  Um  nun  za  dem  Beweise  der  zweiten  oben  aufgestellten  Be- 
hauptung überzugehen,  ist  es,  da  der  Kegelschnitt  dem  Dreieck 
AmBmCm  umschriebeu  ist,  notwendig,  die  Coordinaten  auf  dieses 
Dreieck  zu  transformiren.  Denken  wir  uns  nun  die  Transformation 
zunächst  in  Bezug  auf /^m^mC»«  gemacht,  und  gehen  wir  sodann  auf 
AmBmCm  über,  so  hätten  wir  zunächst  für  ^,  B^  C  die  schon 
mehrfach  erwähnten  Ausdrücke  zu  setzen,  für  ^m,  ^m,  Cm  aber  so- 
dann, analog  den  früheren  Fällen 

Am  ^E  Bm  "]~  ^*m  —  -^m 
Bm  ^=  -^m  ~|~  Cm  —  Bm 
Cm  ^=  ^m  -p  Bm   —  Cm 

SO  dass  man  also  hat 

Am  =  am  (Bm'  +  Cm'  -  Am')  +  ßm  (^m'  +  Cm'  —  Bm') 

+y«(^«'+A»'— Cm') 
oder 

A  =  ilaAm'  +  d^  Bm'  +  dy  Cm' 

falls  man  wie  früher  zur  Abkürzung  setzt 

|3-J-y  —  ß  "■  da 
a-\-y—ß  =  dß 

Ebenso  erhält  man 

B  =  dp  Am'  -\-dy  Äi«'+ rf«  Cm' 

C  =  dyAm'  +  da  Bm'+  dp  Cm' 

Nun  haben  wir  unter  «)  für  Ta  den  Ausdruck  abgeleitet 
In  transformirten  Coordinaten  wird  also 

Ta  =  (p2'\-qa^)  {ila  ^m'  +  dp  Bm' +  dy  C^') 

+  qd>*'(,llpAm'+d/ Bm'+  da  Cm')-\'  qh"\il^yAm'+  da  Ä«'+  dß  Cm') 
=  {pZda'\-q(a'*'da  +  c^dp-\-h'>^dy))  Am'  +  ip^dß 

+  (o»» dß -\-lmJ^^ c»« dy))  Bm'+  p2dy  +  q(a*^  dy  +  V^  d^f 
-f  C-  da)  Cm' 

Auf  Grund  der  aus  der  Determinante  z/m  sich  ergebenden  Glei- 
chungen 

und 
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aUt  man  nach  cioigen  Reductionen 

Elbenso  erhält  man  für  Th  und  Tc  nach  vorgenommener  Rednction 
£e  Ausdrücke 

rc  =  (p2:dy4-g^^«)^«'+(p2:r/a+(z^«.)B,«'+{p2;rf^— gz/«.)  c,/ 

Da  nun  Ta  mit  ^«,'(1,  0,  0),  n  mit  ^m'(0, 1,  0),  Tc  mit  ai'(0,0,l) 
verbanden  wird,  so  erkennt  man,  dass  diese  drei  Verbindungsgeraden 
durch  denselben  Punkt  gehen,  wenn  die  Determinante 


'(pZda-\'q^m\         p^dy-\-gJm^  0 


0 


ist.    Dies  ist  aber  in  der  Tat  der  Fall,  wie  man  nach  Addition  der 
Reihen  sofort  erkennt. 

Für  die  Coordinaten  ar^,  xg,  x^  des  Schnittpunktes  erhält  man 
ans  dieser  Determinante 

arj  :  Xj  :  aTj  =  (p2!dß'\'qJm)(p£dy-\'q^m) 

:  (p£dii'\-qJm){p£da'^q/tm)  l  (p2da-i'qdm)(p^d'^'\-qdm) 

Um  wieder  einige  Punkte  näher  kennen  zu  lernen,  setzen  wirp  =  0, 
dann  erhalten  wir  für  den  Schnittpunkt 

Für  q  =  0  wird 

da  dy  *    ilß 

Für  p  ^  q  wird 
Für  p+(z  =  0  wird 
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Für  diesen  Aasdruck  erhält  man  auf  Grund  der  aas  der  Deter- 
minante J,o  sich  ergehenden  Gleichungen: 

«m  jm  pm 

Denkt  man  sich  nun  durch  den  letzten  Punkt  und  Gq  einen 
Kegelschnitt  gelegt,  welcher  dem  Dreieck  AmBm'Cm'  umschrieben 
ist,  so  erhält  man  zur  Berechnung  der  Constanten  /,  ^,  h  des  Kegel- 
schnittes die  Gleichungen  : 

fam-{'gYm-\-hßM  =»  0 

Daraus  wird 

oder 

Sollen  nun  die  Schnittpunkte,  deren  allgemeiner  Ausdruck  oben  ab- 
geleitet wurde,  auf  dem  Kegelschnitte  liegen,  so  muss  die  Gleichung 
erfüllt  sein: 

+  («m  _  im^  (p2dß  +  q  J,n)  «  0 

Nun  ist  sofort  ersichtlich,  dass  die  Glieder,  welche  den  Goeffi- 
cienteu  q  gemeinsam  haben ,  sich  gegenseitig  aufheben.  Es  muss 
also  noch  gezeigt  werden,  dass 

(i«»  —  c"')-^<^a+  (c«  ~  a*»')2dy  -\-  {a"*  -  h'^)Zdß  «  0 
Die  linke  Seite  diser  Gleichung  lässt  sich  nun  so  umgestalten 

C^*'»(f^y  —  tla)  +  V^"'{da  —  äß)  -f-  rt2m(^^  _  J^)  _j.  ^m  /,m(,/^  _  Jy) 

-f  a"»  c*\dß  —  da)  +  i"*  c^'CrZy  -  dß) 
«=  (c2«»— a«»  h»*){€l/  —  da)+  (P*"  -  a'*'<f*'){da—dß)  +  (a2m_2,m^.w)(ri^— rfy) 
«  i5m(«m  —  ym)  +ym(/3w  —  «m)  +  «„.(ym—  /5m)  =»  0 

Die  Schnittpunkte  liegen  also  in  der  Tat  auf  dem  Kegelschnitte, 
welcher  wieder  eine  Hyperbel  ist.  Der  Mittelpunkt  dieser  Hyperbel 
ist  gegeben  durch  den  Ausdruck 

u  =  (Ä»"  -  c"»)^  ^m'  +  (cm  -  a^)^  ^m'+  (a*»  —  h^)^  Cm' 

Man  erkennt  auch  hier  wieder,  dass  für  den  Fall  der  Aehn- 
lichkeit  der  Dreiecke  ABC  und  AmJhnCm  die  soeben  besprochene 
Hyperbel  für  das  Dreieck  AmBrnCm    diejenige  ist,  deren  Mittelpunkt 
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Zj  =  r5rA'{-  töiB  +  götC 

Zf,  =  8ÖsA  +  rörB  +  t6tC 

Hat  maa  nun  dio  Punkte  Gm  im  Auge,  so  ist  in  diesen  Formeln 
ZQ  setzen 

Für  p  «  0  wird  demnach 

Diese  Punkte  stehen  also  zu   den  Punkten  G^m  in  demselben 
Yerbaituiss,  wie  die  Punkte  Am  etc.  zu  den  Punkten  Gm. 

Für  g  «  0  ergeben  sich  natürlich  dieselben  Punkte,  nur  in  an- 
derer Reihenfolge. 

Für  p4~9  ^  0  ™U8S  i"^Q  selbstverständlich  auf  die  Punkte  Amy 
^my  Cm  stossen. 

Für  p  «  (/  wird 

Z|  =  a«  Ja  ^  +  c»«  de  B  -|-  Z»»»  Jt  C 
Zi  =  c'"(Jc^-|  Ä»»»  dt  J3 -{- a»»  Ja  C 

^iesc  Punkte  verhalten  sich  also  in  Bezug  auf  die  Punkte  Mm  gc- 
^&u  80  wie  die  Punkte  ^m,  /^m,  C».  zu  den  Punkten  Gm^  es  muss  also 
^^ispiclsweisc  die  durch  Z,  und  Mm\  gezogene  Gerade  parallel  sein 
zu  J5C. 

Für  die  Punkte  6r-m,  Om  und  0„,',  für  welche 

1  1  1 

a"*  Ä*»*  c"* 

"ti  erhält  man  für  /?  =  0  und  //  =  0  die  Punkte  ^m,  ßm,  Cm ,  für 
!*+5  «=»  0  die  Punkte  A^my  ß-m,  C_m.     Für  ^  =  </  wird 

2,  =  ^-tfc^+Li>.ß+L^«C' 


£.m 


10* 
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falls  man  zur  Abkürzung  setzt 

d^a  =  «*"  i*"  +  rt"*  c»»  —  i"»  c»»,     if i  =  a*»  &"•  -f-  &«  c*»»  —  «*•  c^ 

Für  die  Punkte  Sm  ist 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Ausdrücke  für  Z  ein.    so  erhält  man 
für  p  =  0  und  3  =•  0 


Man  erhält  also  die  drei  Punkte,  welche  zn  den  reciproken  Punkten 
der  Sm  in  demselben  Yerhältniss  stehen,  wie  die  Am  zu  den  Gm^ 
wenn  man  unter  reciproken  Punkten  solche  mit  reciproken  Coordi- 
naten  versteht.    Für  p  =  q  wird 

Dieser  Punkt  stellt  nun  die  Mitte  der  Seite  BmCm  dar,  so  dass  also 
unter  Berücksichtigung  der  drei  Punkte  Z  sich  ergibt,  dass,  wenn 
man  die  drei  Seitenmitten  des  Coordinatendreiecks  mit  irgend  einer 
der  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  G-m  Om  Om  verbindet,  jede  dieser 
neun  Geraden  auch  durch  eine  der  Seitenmitten  des  Dreiecks 
AmBmCm  geht.  Für  p  \^q  ^  0  ergeben  sich  auch  hier  wieder  die 
Punkte,  welche  zu  den  Sm  in  der  nämlichen  Beziehung  stehen,  wie 
die  -^m,  5«,  Cm  zu  den  Gm. 

Für  die  Punkte  Sm'  ist 

111 
r  H^ s  =» t  ■=" 

Es  wird  also  für  ^^  =«  0 

Die  Verbindungslinien  von  Smi^  mit  C,  A  und  B  gehen  also 
durch  die  Punkte  Am\  Bm\  C»',  ähnliches  gilt  von  den  Paukten 
Sm2    und  S,^', 

Für  p  =  q  wird 

Cr  "■*    Cr 
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Fflr|)+g  — 0  wird 

1  ,         1  j 1       _ 


Dies  ist  aber  der  zu  Am  reciproke  Punkt.  Zieht  man  also  durch 
die  Punkte  8m  Parallelen  za  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC^  so 
icfaoeideii  sich  je  drei  znsammengehörige  derselben  in  einem  Punkte. 
Wird  oon  ein  solcher  Punkt  z.  B.  Z^  und  der  zu  ihm  reciproke  Am' 
mit  den  drei  Ecken  des  Dreiecks  ABC  verbunden ,  so  treffen  diese 
Yerbindoogslinien  die  Gegenseiten  in  Punkten,  welche  von  den  Sei- 
tenmitten gleichweit  abstehen. 

Fflr  die  Punkte  Mm  ist 
Für  p  —  0  wird  mithin 

Diese  Punkte  stehen  zu  den  reciproken  Punkten  von  Mm  in  der- 
selben Beziehung  wie  die  Am  zu  den  Gm> 

Fflr  p  —  g  wird  nach  vorgenommener  Reduction 

^tt  nach  fr&her  Gesagtem  zu  erwarten  stand. 
Fürp4"2==  0  wird 

^^-  man  crh&lt  die  Punkte,  welche  zu  den  Mm  in  derselben  Beziehung 
stehen,  wie  die  Punkte  Am  etc.  zu  den  Gm. 

Fflr  die  Punkte  Mm'  ist 

-  L        — -         -- 

6a  ^b  6c 

Fflr  />  —  0  wird  also 

Z^^iaÄ-^-S^B  +  dbC 
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Diese  Punkte  stoben  also  zu  den  reciproken  Punkten  der  Mm   in 
demselben  Yerhältniss  wie  die  Am  etc.  zn  den  Gm. 

Für  p  -=  5  wird 
_1/11        l^^iW^i^        M 

Für  p'\-q  =  0  eudlicb  erbält  man  jene  Punkte,  welcbe  zu  den 
Mm'  iu  derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  Am  zu  den  Gm. 

Bilden  wir  des  weiteren  von  drei  Punkten,  deren  Coordinatcn 
durch  die  Grössen  r,  #,  t  bestimmt  sind«  ausgehend,  die  Kegelschnitte 
Hß^  so  sind  die  Punkte  auf  drei  zusammengehörigen  Hyperbeln  durch 
die  Ausdrücke  gegeben: 

Z^=  —J—A+-  -]^      U  +  —j~-C 
2^i*ß  P^'TQ*  P^'rQ^ 

pr+qs  pt+qr  P*+(Z* 

Für  ;>  —  0  und  */  =  0  führen  diese  Ausdrücke ,  wie  es  sein 
musSy  auf  Punkte,  welche  oben  schon  aufgeführt  sind.  Es  sollen  also 
nur  die  FäIIü  p  -=  q  und  p  +  7  "^  ^  weiter  berücksichtigt  werden. 

Im  ersten  Falle  wird 

1       .    .      1     .    .       1 


Z 


7^^  -,-  -  A  +  --r-  B  •\-  -y-  C 
^        *•+*        *    t-f-r        '    r  -\-t 

Z^  =  --}—  A  +   -i- ;  B  +  -j-    C 


Im  zweiten  Falle  ist 


*        « —  t        '    r  —  #        '    <  — r 
■         r  — «        't  —  r        '#  —  t 

;r,  = ,  --  A-\----  B  +  -^ c 

'        t  —  r  9  —  t        'r  —  # 


l!{ 


.    Ecken 


i 
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deren   BeziebaDg  za    den   reciproken  Ponkten  der  M^  bzhw.  M,^' 
schon  hervorgehoben  wurde. 

Da  ans  dem  allgemeineu  Ausdrucke  von  Z  für  2p-|~^  ~"  0  sich 
ergibt 

und  da  derselbe  Ausdruck  sich  für  p  »  9  aus  dem  allgemeinen  Aus- 
druck 

welcher  oben  für  die  Schnittpunkte  der  Verbindungslinien  der  Ecken 
des  Dreiecks  ^BC  mit  entsprechenden  Teil  punkten  auf  ^4'  i\  etc.  ge- 
funden wurde,  übereinstimmt,  so  ersieht  man,  dass  die  früher  (unter 
in.)  im  besonderen  Falle  an  diese  Erscheinung  geknüpfte  Erörterung 
ebenfalls  allgemeine  Geltung  hat. 

Zum  Schlüsse  mögen  noch  einige  Punkte  hervorgehoben  werden, 
welche  erhalten  werden,  wenn  man  sich  Hy  für  den  allgemeinen  Fall 
in  Bezug  auf  A'B'C'  gebildet  denkt.  Es  werden  zu  dem  Zwecke  die 
Verbindungslinien  Ai\  etc.  geteilt  und  die  Teilpunkto  mit  A'  ver- 
bunden. Der  Ausdruck  für  den  Schnittpunkt  solcher  Verbindungs- 
linien ist 

Z^  =  (p£-\-qr){pZ  +  qdr)A  +  {p2  +  qt)(p2  +  qdi)D 

+  (p£  +  qs)(p£+qd,)C 

Für  p-\-q  ^  0  wird  daraus 

Für  Cr,n  und  G_  ,„  erhält  man  demnach 

Zj  =  «"»(Ä«»  -{-em)A  +  c^Ca" + i"«)  J5  +  *"•(«•»  -f-  c«)  C 
und 

Zj  =  (i'»  +  c«)^  +  (o»«+&«»)-ö+(a"»-|-c'")  C 

Ersterei  ist  der  Punkt  J^m\  letzteres  der  Punkt  Am. 

Es  gehen  also  die  zu  den  neun  Verbindungslinien  der  Ecken 
A,  B,  C  mit  den  Punkten  Gm  bzhw.  O^m  durch  die  Punkte  ^S  B\ 
C  gezogenen  Parallelen  zu  je  dreien  durch  die  Mitten  der  Geraden 
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besondere  einschliessen.  Wir  wenden  uns  zuDäcbst  znr  Untersnchung 
der  Möglichkeit  einer  Gasbewegnng  mit  einem  Geschwindigkeit!- 
Potential. 

§  2.  Im  Folgenden  seien  u,  r,  w  die  Geschwindigkeitscompo- 
nenten,  V  das  Potential  der  äusseren  Kräfte  pro  Masseueinheit,  p 
der  Druck,  ii  die  Dichtigkeit,  alle  im  Punkte  x,  y,  z  des  Gases  ge- 
nommen. Nach  unseren  speciellen  Annahmen  ist  fi  als  Function  der 
Grösse  j9  darstellbar;  man  setze  deshalb: 


/ 


dp 
^-^P  (1) 


10  nehmen  die  Bewegungsgleichungen  des  Gases  folgende  Gestalt  an : 
du       Ott         Ott        9m         3?*        d(  V —  P) 

dv       dv  ,     dv  ,      du  ,      dv        d(V—P)      , 

dw        bw  .      Sw         Sic  .       hw         8(  V —  P) 

Durch  Differentiation  der  dritten  dieser  Gleichungen  nach  y, 
der  zweiten  nach  n  und  Subtraction  der  Resultaten  erhält  man,  in- 
dem man  die  Componenten  der  Rotationsgeschwindigkeit  im  Punkte 
xy%  mittelst  der  Gleichungen: 

«-n^""8i>  ^-nä."&>  ^"*u-aj 

einfahrt  nnd  noch 

hu       Sv       Sw 

setzt: 

dj        1.3**  ,     3w  ,      3m 

c/i7  3t;  vv  Bv 

i  =  f3i+^3];+f8z-^^ 

dt   "  ^3^+^3y +^^3.  -^f 

Es  erhellt  aus  diesen  Gleichungen,  dass  sobald  ein  Teilchen 
einmal  keine  Rotationsgeschwindigkeit  hat,  es  diese  niemals  bekom- 
men kann.  Ist  die  Flttssigkeitsbewcgung  somit  aus  einem  rotations- 
losen Znstande  hervorgegangen,  so  wird  sie  fortwäiurend  rotationslos 
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1*.    Ef  gelte  das  Boylesche  Gesetz: 


Po 
y  —  -  ^ 

m  iit 

vobei  Po,  ^Q  Drack  and    Dichtigkeit  in   einem  bestimmten  Augen- 
blick bezeichnen. 

2^.   Es  gelte  das  Poissonsche  Gesetz: 

Po     t 

worin  k  bekanntlich  den  Wert    1,408  hat.    In  diesem  Falle  ist 

fc-1  ^»^ 

^eon  keine  äusseren  Kräfte  vorhanden  sind ,    so  hat  r  den  Wert 
soll  Fohren  wir  der  Kflrze  halber  noch  die  Bezeichnungen 

-'  - 1  m+  (g)'+  ©'! 

sad 

^■>>  M  können  wir  die  Gleichangen  (4)  und  (6)  in  die  folgende  Gestalt 
Khreibeo : 


^+i^V--^^log^  (7)     I 


bei  Annahme  des  Boyleschen  Gesetzes,  während 

&n  die  Stelle  der  Gleichung  (7)  tritt«  wenn  man  die  Gültigkeit  der 
Poiwonschen  Formel  annimmt. 

Zwischen  den  Gleichungen  (7)  oder  (9)  und  (d)  kann  die  Grösse 
f*  leicht  eliminirt  werden.    Man  erhält  dadurch : 


d 
dt 


^a7+iH"?ö^'^  ^'^^ 


bihw. 

^»*k.  4.  Matk.  m.  Php.    f.  Btiht «  T.  IX.  *  > 


y 
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d 


äi  ^^» 


t  -  i^^ 


~(/:~l)^^V  (11) 


zur  Bestimmung  des  Geschwindigkeitspotentials  q>.    Nach  (9)  ist  die 
Grösse  —  ^    —  {dq>  eine  wesentlich  positive  Grösse. 

Wenn  die  Bewegung  stationär  ist,  tritt  die  Gleichung  (5)  an  die 

Stelle  von  (4),  d.  h.  es  tritt  —  C  an  die  Stelle  von  k-.    In  diesem  Falle 
gehen  (10)  und  (11)  über  in 


(öcD  o       dop  ö        ö<p  9  \       „ 


(13) 


worin  wieder  0  —  J^/qp  nur  positiv  sein  kann. 


Unsere  Aufgabe  kommt  also  darauf  hinaus,  die  Gleichungen  (10) 
(11)  oder  (12)  (13)  zu  lösen,  und  die  Lösungen  besonderen  Bedin- 
gungen anzupassen.  Bei  völliger  Allgomeiiihoit  aber  gelingt  es  sogar 
nicht  besondere  Lösungen  dieser  Gleichungen  anzugeben.  Wir  führen 
deshalb  einige  vereinfachenden  Voraussetzungen  ein,  indem  wir  spe- 
cielle  Fälle  der  Gasbewegung  betrachten.  Der  erste  sei,  dass  die- 
selbe nur  i>arallel  einer  bestimmten  Richtung  erfolgen  kann  und  für 
alle  in  einer  zu  dirser  Richtung  senkrechten  Ebene  gelegenen  Punkte 
dieselbe  sei.     Wir  bezeichnen  diese  Bewegung  als 

Fortschreilung  eines  ebenen   Deireyuugszustnntles. 

§  4.    Die  Z-achse  des  Coordinatensystems  legen  wir  parallel  der 

d(p  d(p 

Richtung  der  Luftbewegung;    es  werden  sodann  ^  -  und  ^—      gleich 

(Sopv*  Ö*flp 

^1    und  J^g>  durch  o-Y  ersetzt  werden;  die 

(1  d        dq>  d 

Operation  --  geht  in    0:  -j-  ^-  0-  über.    Setzt  man  noch 

^^  -  a«  (14) 

80  geht  die  Gleichung  (10)  über  in 

und  die  Gleichung  (11)  wird 


8*- 

dt' 
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+'I?8^+Bkt')(l'')"+''-" 


dt 


0(10) 


§  5.  Durch  geeignete  Transformatiouen  wollen  wir  diese  beiden 
Gleichungen  vereinfachen  und  dazu  ein  bekanntes  Theorem  aus  der 
Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  anwenden  ^),  Dasselbe 
lautet: 

Wenn  in  einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  einer  abhän- 
gigen {z)  und  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  (x  und  y)  die  Sub- 
stitution : 

dz  dz 

'=="3^    2^""ar   ^  =  '-Y4-yr-z  (17) 

vorgcuommon  wird,  wobei  man  von  den  drei  neu  eingeführten  Grössen 
XYZ  die  zwei  erstem  als  unabhängige,  die  dritte  als  abhängige  Ver- 
äuderliche  betrachtet,  so  bestehen  die  reciprokcn  Relationen: 

^^äi*      ^''^'a?     Z=^Xx+Yy^z  (18) 

Die  Functionen  XYZ  genügen  sodann  der  Differentialgleichung, 
welche  aus  der  gegebenen  hervorgeht,  wenn  mau  darin  die  Substi- 
tution (13)  ausführt  und,  falls  auch  zweite  Differeutialquotienteu  sich 

-fi   1  ^        3»^   ^         1    a^-^        a'z    ^      ^         1      d'^Z 

vorfinden,  ausserdem   ^-g   durch  ^  «„jjf     x -rv    durch    —  .,  »vgr» 

3*2  1    3*Z  d^Z  d*Z 

ö"^  durch  -  K-  ^  ersetzt,  wobei  A'  der  Kürze  halber  statt    ö„,  r^y^ 


—  läiäiv    geschrieben  ist. 


Wenn  es  demnach  möglich  ist  von  dieser  neu  gewonnenen  Dif- 
ferentialgleichung eine  Lösung  (besondere  oder  allgemeine)  anzu- 
geben z.B.  Z=  ^{X^  3'),  so  kann  man  durch  die  Elimination  von 
^yj? zwischen  der  letzteren  Gleichung  und  (17)  eine  Relation  zwischen 
sryz  herleiten,  welche  in  die  Gestalt  z  »  'i^ixy)  gebracht,  eine  Lösung 
der  ursprünglichen  Differentialgleichung  sein  soll. 

§  6.  Wir  wenden  zunächst  dieses  Theorem  nur  auf  die  Glei- 
chung (15)  an  und  benutzen  dazu  die  Substitutionen: 

df  df 

ans  denen  hervorgeht 


I)  Man  sehe  n.  A.:    Boole,  A  trcatise  oo  diff.  cquat.,   4tb.  ed.,  p.  378. 
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dcp  dcp 

""^  ^r   f^'äT'  f-^t+i^-9  (20) 

während  übrigens 

aij«  ""  iv  aj»'     a^  s-j ""     iv  at  ar'     a«« ""  ij  dx^ 

/      avav    /ja^yx 

wird.     Dadurch  wird  das  Problem  auf  die  Auflösung  der  Gleiclmng; 

ay         av  av 

8p-2J8T-it+(i'-«*>  87^-0  (21) 

gelenk^,  welche  wieder  durch  die  Substitution 

x  +  \^==a%     i^an  (22) 

indem  man  £  und  ri  als  die  neuen  unabhängigen  Veränderlichen  be- 
trachtet, in  die  einfache  Gestalt 

av__8v_a/ 

gerät. 

§  7.  Es  handelt  sich  jetzt  darum ,  die  Gleichung  (23)  zn  lösen 
und  die  Lösung  besonderen  Bedingungen  anzupassen.  Die  ersterc 
Aufgabe  zu  vollbringen,  kann  man  der  Gleichung  (23)  noch  eine 
andere  einfachere  Gestalt  erteilen  und  zwar  durch  die  Substitution: 

^•«2(fi  +  v),    ,7«2(|^-v),    f-^ef^^rg 
Dadurch  findet  man  nämlich  anstatt  (23): 

eine  Gleichung,  welche  von  Poisson  *)  mit  einiger  AusfQhrlichkeit 
besprochen  worden  ist.  Derselbe  gibt  als  allgemeine  Lösung  der 
Gleichung  (24): 


7C 


=  -A  I      Cos  [2y(|ii  -  k)  (h  -  V)  Sin««]  da 

0 


1)  Theorie  matb^matique  do  la  cbaleur  p.  146. 
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2 


+  -    /    (p{m)d(a   I     Cüs[2V'(iii— '(ö)(7i  — v)Sin2«]f/« 


0 

2 


+  -  /  V'(«)rföi    /     Cos[2y(^•  — /i)(v  — cö)Siu«a]r/« 


0 


iu  welcher  A^  /*,  k  willkürlicbe  Constauten,  9(0)),  t/;(a))  willkürliche 
Faoctioueii  eiaer  vod  /a,  v  unabhängigen  Veränderlichen  «  bezeichnen. 

Die  allgemeine  Lösung  enthält  somit  Doppeliutegrale  und  wird 
deshalb  nur  sehr  schwer  besonderen  Bedingungen  au<zepasst  werden 
köuneu.     lieber  diese  letzteren  wollen  wir  erst  Einiges  erörtern. 

§  8.     Denken  wir  uns,    das  bewegende   Gas  sei    in  einer  cylin- 

drischen    Röhre    enthalten    und   darin    mittelst    zweier    beweglicher 

Stempel  abgesperrt.     Die    Bewegung  des  Gases  soll  natürlich    voll- 

kommen  bestimmt  sein,  wenn  der  Anfangszustand  und  die  Bewegung 

der  Stempel  gegeben  sind.    Der  Anfangszustand  ist  bekannt,   sobald 

dtp  d(p 

für  t  =0  überall  die  Werte  von  ^  und    ^  -    gegeben    sind ,    oder 

auch  den  Gleichungen  (7)  und  (9)  zufolge  eine  dieser  beiden  Grössen 
und  dör  Wert  von  p  oder  fi  in  jedem  Punkte.  Die  Bewegung  der 
Stempel  ist  durch  zwei  Bedingungen  jede  von  der  Form: 

Für  z  «  F{t)  soll    g^  «  F'(t)    sein  — 

bestimmt,  wenn  hierin  unter  F'  die  Derivirte  von  F  nach  dem  Ar- 
gument /  verstanden,  wird. 

Führt  man  in   diese   Bedingungen   die  neuen  Veränderlichen  r 
und  J;  nebst  /*  ein,  so  gehen  dieselben  über  in  folgende : 

Für    ö^  ""  0  sollen  t  und  t  als  Functionen  von  ^^  gegeben  sein, 
and   für  %-f(^sO  «olU  -  F' fgQ  sein. 

Ist  der  Anfaugszustand  auch  Gleichgewichtszustand,  so  ist,    für 
«  =  0,  1^  =  0  und  ^  «  Constant.    In   den  neuen  Veränderlichen 

^    CM  et 

lieiBSt  dies: 
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deshalb  nicht  das  Priucip  der  Soperposition  bei  diesen  Bewegungen. 
Sind  nämlich 

f  =  fi(^v)    und   /=/s5(i»?) 

zwei  Lösungen,  so  leitet  man  aus  diesen   und  den  Gleichungen  (19) 
darch  Elimination  von  /£  zwei  Relationen 

her.     £s  wird  sodann  aber  im  allgcmcineu  nicht 

(p  ^  (Pi  (tz)  +  q>2  (tz) 
das  Eliminationsresultat  sein  aus  (19)  und  der  Lösung 

f  =  flitz) +f^(tz) 

Setzen  wir  in  (23): 

80  wird  derselben  genügt,  falls 

m*  —  w*  =  m    oder    re  •=-  i  ym^  —  m 

Bei  reellen  Werten  von  m  ist  »  reell,  wenn  oo^  m>4-l  ^der 
m  <^  0  ist    Es  wird  also : 


oder  auch 


/^=  e        [Ae  +  Be  J 

eine  Lösung  sein.    "Wählen  wir  i^  —  ^,  so  wird 

/—Je      [«'  +«  ] 

nmd  bierans  folgt  durch  Division: 

djV  ^'^  m'^  hfl 

2i/Vm«— m  =  logg^    /       1^      y^ 

and  weiter 
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für  g^  ■*  0,    f  =»  0  und  6  «  Constant  werden  moss.       (32)  *) 

Der  Wert  der  ersten  Constante  kann   null  augenomnieu  werden 
es  findet  dann  keine  Bewegung  an  der  Stelle  «  »  0  statt.     Der  Wert 
der  zweiten   Constante  bangt   mit  dem   gegebenen  Anfangszustande 
zusammen.    Wie  man  leicht  nachweist,  ist  dieselbe 


:  —  \  V      lirt        ^*  —  1 


H 

wenn  v  die  Fortptlanzuugsgeschwindigkoit  des  Schalles  in  dem  be- 
trachteten Gase  bedeutet. 

§  11.  Die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  (31)  ist  leicht  an- 
zugeben. Dieselbe  ist  von  Boole')  bei  einer  von  der  obigen  wenig 
abweichenden  Gleichung  ausführlich  behandelt  worden.  Indem  man 
die  dort  befolgte  Methode  auch  hier  anwendet  und  dabei  beachtet, 
dass  a  in  der  Gleichung  (31)  der  Wert  3,902  zukommt,  (die  Lösung 
ist  nämlich  je  nach  dem  Werte  von  a  verschieden),  findet  man  das 
allgemeine  Integral: 


1)  Ursprünglich  haben    diese    BedingungeD  wieder  eine  mehr  rerfvickelle 
Form;  die  erste  lautet  n&mlich: 

für  g^-—  jrsi  ö  öj9  —  ^o^st*"*^  ™tt&s  f  verschwinden. 

Es  ist  aber 

2_  13/ 

*—     k—i  ede 

und  diese  Grösse  wird  also  nur  unendlich  fQr  t  =  »,    so    dass  fflr    den  Wert 
null  Ton  (,  ftUftgenommen  bei  f  =00,   auch  ^—  allein  constant  sein  musa. 

Die  X weite  ist  ebenso  ursprünglich : 

2       1  df 
für  j—Ti  6  3ä  ~  ^  "''^^^  f  —  0  und  fA  =  ffo 

also 

d.  h. 

^  (*-l)«|-o 

werden. 

3)  1.  c  p.  476, 
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n 

/—  6i-«y[dCo8w /•'(£+  öCo8u)4-(3-a)F(t+dCo8t*)]Sin»-«uc/t* 

K 

0 

wo  Feine  willkarliche  Function  von  f+öCosit,  /'  die  Derivirte 
derselben  nach  dem  Argumente  {[-f-^Cosu  und  t\  eine  zweite  be- 
liebige Function  bezeichnet;  u  ist  eine  unabhängige  Veränderliche. 
Wie  man  aber  ersiebt,  ist  dieses  Integral  zu  verwickelt  um  den  beson- 
deren Bedingungen  angepasst  zu  werden  können. 

§  12.  Wir  wollen  zum  Schlüsse  dieser  Abteilung  noch  eine  be- 
sondere Lösung  der  Gleichung  (31)  betrachten;  nämlich  die,  welche 
die  Form  hat: 

Die  Function  F  soll  sodann  der  Differentialgleichung  genügen : 

d}F       dF 

deren  allgemeine  Lösung  ist: 

F^  C^  f    «'^^^*^*%ÖCostt-|-3-a)di-MSinM)8-«(/M 
6 

71 

+  C,  #     e  (Sin u)«-^cZu 

Indem  man  hierin  m  einen  imaginären  Wert  erteilt,  findet  man  dass 

n 
/  =  C,  Cos  m     /  [(3  -  a)Cos(möCoSM4-a) 

— iiiÖCost*Sin(möCo3M  +  a)]6*-«Sin»-«Mr/M 


n 


-fC,CoBi»S  /  Cos(f»öCosu-f-i3)Sin''-iMc/t4 
eine  Lösung  des  Problems  ist.    C^c^aß  sind  willkürlich  '). 


1)  Man  kann  leicht  die  Function  von  6  in  convergente  Reihen  entwickeln, 
la  denen  mm  (kbrigent  wohl  am  leichtesten  auf  folgende  Weite  gelangt.  Man 
Mtse  in  (d3): 
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Die  Bedingung,   welche  in  der  freien  Oberfläche  des  Strahles  erfüllt 
werden  soll,  lautet: 

Für  q^-  soll  ^ Cos  ^  4-  g^Sin f*  =  0  werden.  (37) 

Verwechseln  wir  in  den  Gleichungen  (36)  die  abhängigen  nnd  die 
unabhängigen  Veränderlichen^),  so  werden  dieselben: 

[       (38) 

w&hreod  die  Bedingung  (37)  dabei  abergeht  in  folgende: 

(39) 

k  Bx  vy 

Für  g  —  -  =con8tant  soll  —  0-  Sin  f*  +  g    Cosf»  verschwinden. 
Setzt  man  nunmehr 


—  g-  Smu  -f-  3    Cosfi  =  -  e      u  j 

|co8,.+  |sin^=U  ) 

80  wird  weiter: 

•—  —  Sin  li  +  ö-  Cos  fi  —  -*  « 

cq         '^    *    oq  ^        q* 

g^Cos^  +  g^Sin^»    ^^e      n 

nnd  aus  diesen  vier  Gleichungen  folgt  durch  Auflösung: 

(40) 

8x  1  in*  du         1      ia* 

3^  -  i  (-  «^^  «Sinp+rCos^),     g^  =  -  («''  «Cos^  +  vSin^) 

I  =  ^,[(««-l)«*'*»CosK-«SinH 
I  =  ^,[(««-l)**'*»Sin,.+„Co8M] 


I)  Man  vergleiche  die  citirte  AbhandlnDg. 
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welche  beiden  Gleichungen  nach  einer  der  beiden  Relationen  (41) 
mit  einander  verträglich  sind,  so  ist  die  dadurch  defiuirte  Function 
^  die  gesuchte. 

Die  Wand  ist  eine  Ebene  mit  der  Gleichung  ft  =  Constant, 
sobald  für  diesen  Wert  von  ft  die  Function  v  den  Wort  null  an- 
nimmt, weil  alsdann  (i  der  Bedingung  für  die  Function  v  genügt. 

Nach  allem  diesem  sei  es  uns  gestattet  das  in  Betracht  kom- 
mende Problem  in  seiner  neuen  Form  kurz  auszusprechen: 

Eine  Function  n  zu  bestimmen ,  welche  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung (42)  und  der  Bedingung  (4J)  genügt. 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (41)  kann  man  sodann  die  Function 
t»  und  nachher  aus  (45)  t/;  d.  h.  die  Gleichung  der  festen  Wand  be- 
stimmen. Wenn  für  irgend  einen  Wert  von  fi  v  verschwindet,  so 
hat  man  es  mit  einer  Ausströmung  aus  ebener  Wand  zu  tun. 

Man  kann  sehr  leicht  die  Bedeutung  der  Functionen  fi  und  r 
angeben.    Nach  den  Gleichungen: 

S(p       dq>  dx       cg>  dy      dq>       Sq>  dx       d(p  dy 
dq        dx   9(2   *"  8^  dq'     dfi       dx  d(i'Bg  dfi 

findet  man  nämlich  unmittelbar: 

q  e  d(p  1  dq> 

u  und   V   hangen    also    auf    einfache  Weise    mit   dem  Potential  zu- 
sammen. 

§  16.     Die    allgemeine   Losung   der   Gleichung    (42)   zu   finden 
setzen  wir  symbolisch: 

a 

und  betrachten  zunächst  die  Gleichung: 


2  +  -^  -  .;-  +  '"*  — .  -  **  -  0  (47) 


dq^    *         q        dq    *  q 

Man  nehme 

mi 
q^  =  '4    und     u  =»  |-^  2  w 

80  geht  die  Gleichung  (47)  über  in 
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Grösse  Q,  welche  nur  von  q  abhängig  ist,  genügt,  ist  verschieden  je 
nacli  dem  Werte,  welchen  wir  «  erteilen.  Wir  wenden  uns  deshalb 
zur  Reihenentwickelung  und  setzen  in 

d*Q        l  +  q'dQ  .l-g\j_o 

-7-0-  -j , a*        s      (^  —  U 

E9  ergeben  sich  sodann  die  nachfolgenden  Relationen: 
und  weiter  allgemein: 

Zwei  Reihen  für  Q  genügen  deshalb  der  vorgelegten  Gleichung, 
nämlich: 


Q,  ^  q^ 


T2ÖH^3J'  +  •  • 


Qi  =  q-" 


„a   ,      ,  a  «*  —  «4-2    ,      -  a  a^ — a-}- 2 


«»— of  +  4  ] 

l2(o-3)  +---J 


welche  jode  mit  einer  beliebigen  Constante  multiplicirt  werden  kann . 

Für  die  zwei  Reihen  ßndet  man,  indem  man  die  Bedingung  der 
Couvergenz  anwendet: 

\Am     ^      =-^  Lim  —  q^  -   -7—;-  ,     ; — 

tu  4»(a-f-w) 

oder 

o2_ttJ_2„_2 
Lim  +0'*  —  .-, ; —  bzhw. 

'    ^  An(a  —  n) 

Bei  wachsendem  «  nähern  die  beiden  Grenzen  sich  der  Null,  so  lange 
q  endlich  bleibt.  Beide  Reihen  sind  somit  convergeut  für  endliche 
Werte  von  </.     Wir  setzen: 

so  wird 
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§  20.  Es  bleibt  ans  noch  übrig,  solche  Gasstrahlen  in  Betracht 
zo  ziehen,  bei  denen  das  Poissonsche  Gesetz  zur  Geltung  kommt. 
Iq  diesem  Falle  genügt  die  Potentialfuuctiou  bei  stationärer,  nur 
von  zwei  Coordinaten  abhängiger  Bewegung  der  Gleichung: 

är«   Var/  "*       i'^y  Bx    dy  "**  d  y^  \dy) 

welche  aus  (13)    hervorgeht,   indem   darin    die  Unabhängigkeit   der 
Bewegung  von  Z-Coordinaten  eingeführt  wird. 

£s  sei  nun: 

^  -  (zCos^,    -g^  =  ^Siufi  (56) 

so    wird 


ood 


«« 


(^Co8^+|sinp)  =  (*-l)(C'-i«)[|^Cos^  +  |^Sin,» 


-,(|sia,-|co6,)] 


oder 


--  -(^~l)3(^--k')(|jSin^-|^Cos^) 

Verwechselt  mau  die  abhängigen  und   die  unabhängigen  Veränder- 
lichen, und  setzt  zur  Abkürzung: 

80  wird: 

|si„,-|cos,-i^,,(|cos.+  ^^Sio,) 
^ir  Beizen  weiter: 
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vx  vy  tt 


a  —  b 


dx 

dy 

-i«- 

«2«) 

2a 

woraas  folgt: 

dx               dy 

u 

'+|s«°'*- 

■f."- 

•ö«') 

2a 

(l 

and  finden  durch 

Auflösung: 
a 

(Ö8) 

—  Äy>« 


V) 


dx       1 


dx 


1 
3 


2a 
uCos^  +  r(l    -  a</*)  SiO/u 

nSinfi  —  r  (l  — av')  Co8f4 


—  uSinfi+r  (1  —  a^*) 


a  +  h 
2a 


(1 


—  V)  Cosfil 


ü\ 


ttC0Sf4+r(l— a^») 


a  +  Ä 
2a 


(1- V)SinJ 


Indem  aus  je  zwei  Gleichungong—^  und  ö";^    bestimmt,  und  die  zwei 

für  jede  dieser  Grössen   so  erhaltenen  Resultate  eiuauder  gleichge- 
setzt werden,  leitet  mau  leicht  die  nachstehenden  Relatioueu  ab: 

(59) 


du 

— 

(1 

a  -h 
-  «9*) 

a  -b 

-V 
« 

'  dv 

du 

- 

— 

2a~ 
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S  2*2.  Vcrsachte  man  aach  die  zweite  beim  vorigen  Problem 
uns  zu  Gebote  steheudo  Methode  hier  durchzuführen,  so  würde  man 
finden,  dass  dieselbe  dorn  jetzigen  Problem  eine  wesentlich  verwickeitere 
GesUlt  erteilt  als  die  im  vorigen  §  hergeleiteten.  Wir  wollen  des- 
halb aof  die  Mitteilang  der  Transformation  verzichten. 

Nach  Angabe  einiger  Transformationsmethoden  für  das  Problem 
der  stationären  Gasstrahle,  wird  es  vielleicht  nicht  unnütz  sein  zum 
Schlosse  zu  bemerken,  dass  darauss  hervorgeht,  dass  zwischen  der 
Behandlung  der  hieher  gehörigen  Probleme  bei  incompressiblen 
Flässigkeiten  und  bei  Gasen  kein  wesentlicher  Unterschied  besteht. 
Der  alleinige  Unterschied  liegt  in  der  schliesslich  zur  Lösung  vor- 
g**legten  partiellen  Diflfercntialgleichuug;  die  Nebcnbcdingunjx  jedoch 
nn«l  die  Bestimmung  der  bei  der  Bewegung  in  Betracht  kommenden 
Grossen  finden  sich  bei  beiden  Fällen  vollkommen  gleich.  Eine  ein- 
gt'beudere  Untersuchung  der  hier  vorgeführten  partiellen  Diiferen- 
tial);leiehungen  wird  also  die  Anzahl  der  bekannten  Gasbewegungen 
beträchtlich  erweitern. 

Amersfoort,  27.  Februar  1889. 
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XL 


Miscellen» 


1. 

Die  Eiitwicklangr  der  Exponentiellen  in  eine  nnendliche 

Factorenfolge, 

Werder,  die  LogarithmeQ  der  Ausdrücke,  welche  aas 


V  1  -  x^'J 


dadurch  entstehen,  dass  für  cm  die  Combinationen  ohne  Wieder- 
holung aller  Glassen  der  Primzahlen  von  Ps  —  3  angefangen  gesetzt, 

sodann  in  unendliche  für  a*  ^^  _      convergirende  Reihen  entwickelt, 

summirt  und  gleichnaini^^e  Potenzen  zusammengezogen,  so  bleibt  von 
allen  Reihengliedern  nur  das  erste  Glied  der  ersten  Reihe  stehen; 
denn  es  ist: 


1 


'"^+3  +5  +7  "^Q"^  II  "^  13  +  15  +••• 


1     (^+^^\ '"  '^ 


1 

2.3  _j^  x^  _T^ 

"■  •  "~3        *  ""9        •  •         15 


,     (\-{-x\      25 


a-ö  g^\b 


15 
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1 


i 


l+x"\       2.11 


11 


1_ 

2.13  »rl» 

"" ""13 


2.3.5 

io«Vrriö;  - +  15  + 


(-1)- 


log  n  fi  f  i+^  V'-    - 

»=0  3    \\-^x*mß 


X 


oder 


(-1)- 


«  &  1/  /^1+?J?^  ^''"'  1| 

••=0    S     \l..;r<^„y 


>~1 


a?  ^         •  ^0  —  ^ 


Für  X  eine  beliebige  Poteuz  x**  gesetzt,  giebt  1]  sofort  eine  Factorei)- 
folge  für  €^  ' 

Dass  alle  böberen   Potenzen  von  x  sich  gegenseitig  aafheben, 


folgt  aus  der  Bemerkung,  dass  irgend   ein  Glied  —  iu  allen  jenen 

^^4——    )  vorkommt,  in  welchen  der  Expo- 

1— x*»y 

oent  Cm  ein  Teiler  von  cr  ist,  und   zwar  (— 1)*"(    j  mal,    (m  —  0, 

1,  2  .  . .  r),  daher  im  Ganzen  1-" (i  )+  (o) h    •  •  •  •. 

{— l)'Q-0  mal. 


Die  CoDvergeuz  der  Factorenfolge  fttr  e*  folgt  daraus,  dass  der 
BAtfirlicbe  Logarithmus  eine  Reihe  ist,  welche  auch  durch  die  Mul- 
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tiplication  und  Sammirang  je  zweier  übereinander  stehenden  Glieder 
der  beiden  Reihen 

2'         2.3*  2.5    •    •   '+2.3.5'  '   •   '    ' 

log(Yii).  i^«(iS)  ^^«(i^S)-  •  -^««(iSO'  •  •  •  • 


entsteht.    Die  erste  Reihe  ist  aber  =  1(1— i)(l  —  |)(1  —  4^)...—  0, 

während  die  Glieder  der  zweiten  Reihe  fortwährend  abnehmen,  wenn 

<+  1 
an  der  Voraussetzung  a?  -^  __  ^  festgehalten  wird. 

Die  Exponentielle  mit  echt  gebrochenem  Exponenten  stellt  sich 
somit  als  eine  unendliche  convergente  Factorenfolge  von  Potenzen 
algebraischer  Functioueu  dar. 

Das  zweite  Productzeichen  11  hat  die  Grenzen  0  und  oo  and  ist 
so  zu  verstehen,  dass  für  sämtliche  Primzahlen  von  Ps  —  3  ange- 
fangen diese  Functionen  zu  bilden  sind.  Es  ist  aber  offenbar  aach 
gestattet  als  obere  Grenze  eine  sehr  grosse  Primzahl  ph\2  zu  neh- 
men und  dann  zu  schreiben 

fw=0    3      V   1 — X^f'^J 

Für  ar  =  J  wird 

(-1)'" 

^«lim  n  n  (  i-±i  )  3] 

m=0     3       \^2^'"  — 1  / 


oder 

3  5  7  11  13  15 


"^r  9  r  33   r  129  r  2049   r  8193  r  32767 


32767    

wo  der  7te  Factor  erst  auf  die  6te  Decimalstelle  Einfluss  hat. 
Für  «  =  01  ist,  da 

gleich  einem  periodischen  Becimalbruch  mit  nstejliger  Periode  Ist, 
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1  n  Pm+2  c« 1 

e*  —  limil    n   (10  2) 


(-1)" 


4] 


m=0     S 


oder 


[ 


(l'2).(l-0>^2)^^. 
(1  •0«2)*.(1  -0*2)^ 


i 


Ein  beliebiger  Factor  in  1]  ist 

(-1)"  {-}} 


_r=0 \__ 

Cm—l 

^  2:     X»'     — 

r=0 


2r,„ 


Werden  nach  erfolgter  Einsetzung  in  1]  die  sämtlichen  Potenzen  von 

14-x 

r— = —  vereinigt,  so  erhält  dieser  Bruch  den  Exponenten 

•  ,  (— D"  ,  1 

■1=0     2<7fn  2 


2.3       2.5 


•  •  •     1^  »: 


2.3.5 


4-      —      = 


i(l-i){l-f.)...  =  ifi(l-^J_)=0 


daber  gilt  auch 


(-!)"• 


e"  -  fl     Ü 


m=0      S 


r=0 


und  weil 

r=0 

£    vT 

r=0 

ist,  so  folgt: 


«»  —    &  Ä(l  — 23r+2a;«—  ... +2 

»•=1  3 


Cm— 1 

r=0 


2c«, 


5] 


l_2x+^»x3-+  ...+2/"^^  -  2/"+V  -    •• 


X- 


r...-l_2/m+l^._     j 


2c„ 


6] 


Statt  der  unendlich  grossen  oberen  Grenzen,   kann  wieder  n,  resp. 
pm-^%  genommen  und  dann  zar  Grenze  übergegangen  werden. 

Ai«k.  a.  Math.  «.  Phjn.    2.  B«ih«,  T.  IX.  1  ^ 


210  MitcelUn, 

Fttr  o;  »  0  *  1  ist  obige  Reihe 

-1-0-2+0-02-  ...+0.'''''""^2-0/-'"^2+... 
folglich,  wenn  beiderseits  quadrirt  wird: 

«*«lim(0-819)"~*  .  (0  '  81819)""^.  (0*  8181819)""^. it' 

Wenn  eine  Genauigkeit   von    6  Stellen    beansprucht   wird ,    können 

0.9 
sämtliche  späteren  Factoren  k  näherungsweise  ^  t-\  =081    ange> 

nommen  werden.    Nun  ist  die  Summe  aller  Exponenten 

a  V         P/ 

daher 

folglich 

34 

^"^  105 

Das  Resultat  hat  die  gewünschte  Genauigkeit. 

Franz  Regel. 


2. 
Zahlentheoretisohe  Eigenttimllchkeiten  gewisser  Reihen. 

Wenn  die  Function  f(x)  sich  nach  dem  Maclaurin 'scheu  Satze 
in  eine  convergente  Reihe  verwandeln  lässt: 

fix)  -  AO)  +  f/'(0)+|j  r(0)+  . ..  +Ä«+  ... 

so  entsteht  hieraus  eine  neue  Reihe,  wenn  beiderseits  mit  x  molti- 
plicirt  und  differentiirt  wird. 

Dieselbe  ist  jedoch   auf  ihre   Gonvergenz  zu  prflfen;    es  wird 

jedenfalls  o~  (^^n)   bei  unendlichem  n  verschwinden  mfissen;  es  ist 
dann : 

^  [x/(x)]  -  f(0) + ?^  r(0) + ~f'(0)+ . . . 


+  (-;r3i]T«"-V'"-'>(0)+  ... 
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Wenn  die  in  dem  Coefficienten 


n 


(n-l)!~(n-l)! 

n 

des  allgemeinen  Gliedes  angezeigte  Division  wirklich  aasgeführt  wird, 
so  ist  nach  dem  Wilson*schen  Satze:  (n  — 1)!^ — l(modn),  sobald 
»  eine  Primzahl  ist.  Genannter  Coefficient  erscheint  somit  in  diesem 
Falle  nnt^r  der  Form 

(p-1)!'^          1 
m 

P 
in  dem  Falle,  als  n  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  jedoch  unter 

n  1 


(n— 1)!  e 

m —  - 
n 


WO  f  >  n  eine  von  1  verschiedene  Zahl  ist. 
Es  ist  nnn 


"     -'-   ■      **     •    •      '''     -"(O) 


f(x)+xr(x)  - /(0)+  i^/''(0)+  izrj /"'(O)  +  2=1  ^' 

H-5^''*"'H0)+... 

Specielle,  bemerkenswerte  Fälle  wären: 

1)  /-(x)-«' 

«*  x'  a:^  a:®  a:*® 

■^103  — |''"63Ö"*"  448Ö  +  36288  "^  329  891  — 1\  "^"       * 

2)  /(a?)  —  COS« 

x^  x^  x^  x^ 

cosap—  a^sin«  =  1  —  j:z|+  5^  -  iÖ3ir|  +  448Ö 

+  -... 


^10 


329891— tV 


X 


3)     /*(»)  -  iaPCOtg 
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Nun  soll  der  Bediogang  zufolge  az  =-*  ak-^-dy  sein,  az  ist  so- 
mit —  ["/100  + yVioJ  •  a*  =  0- 8862^:79  a&. 

Der  Fläcbeniob&lt  eines  Kreises  mit  dem  Durchmesser  --•*  ab  ist 

3' 1415927 

—  1 .a*«- 0*7853982.0  6«,    und   der  Flächeninhalt    eines 

Quadrats,  dessen  Seiten  »0  886 2279. a 6  sind,  —  0 * 886 2;!79^ a 6> 

—  O- 785  3994  a^'^.     Das  Quadrat  ist  somit  nur  um  12  auf  78539^2 
oder  um  1  auf  654498  zu  gross. 

Ernst  Lakenmacher. 


5. 

TiiiroiioBetiiiehe  Formeln  lor  annähernden  Bestimmung  d«r 

Sinuswerte. 

Setzt  man 

90 


30—9 


—  2  fttr  die  Winkel  0  bis  15» 


90 
^  ^^^  1  "^  — 2         „      „  „    15    „    30" 

'-£^-2        „      „  „    30     „    450 

setzt  man  dann  ferner  allgemein 

SO  ist 

«nv  -  <  [/J  „    15    „  30» 


V  b      4> 


j-ji  »30    "  ■»S" 


Diese  Formeln  geben  streng  richtige  Werte  ffir  die  Winlicl  7), 
12,  15,  18,  22|,  30,  36  nnd  4ö*>  nnd  finden  ilire  Erklirnng  darin, 
dam  es  mir  gelangen  ist,  dies  Verfahren,  die  Sinuswerte  dieser 
Winkel  zu  berechnen,  in  eine  einheitliche  abgeschlossene  Formel, 
wie  Mdehe  oben  tat  die  Winkel  15  bis  30*  angegeben  ist,  zo  bringen. 


coa^-^i--  (p  Sin  "TT-  9> 

i-»—^g-^      V-^-p—'.     i-^-cig-^-q^ 
COS^-H-    fp  COS  ^-2—-  9 

Die  Projection  dieser  Curve  auf  die  Ebene  der  ^',  n  (<iie  Kehlkreis- 
ebene) erscheint  als  Ort  der  Schnittpunkte  der  Kreistangenten  in  den 
P  und  Q,  den  gleichzeitigen  Lagen  zweier  Punkte,  die  den  Kehlkreis 
mit  gleichförmigen  Geschwindigkeiten,  die  im  Verhältniss /»t^  stehen, 
dnrchlaofen.  —  Bestimmen  wir  die  erste  posit.  Fusspunktcurve  dieser 
Projection  fflr  den  Urspung  O  als  Pol.  Wir  haben  als  Gleichung 
der  Tangente  im  Punkte  (,  t;  der  letzteren : 

tf  —  V  _v' 

(Die  Accente  deuten  die  Ableitung  nach  (p  an)  und  als  Gleichung  des 
Perpendikels  durch  O  auf  diese  Tangente 

Betrachten  wir  die  Gleichungen 

als  zosaromengehörig,  so  finden  wir 


r«  ^ar«-f-yt  ^     V2_i    1^2  1       ^«^ 


Nach  Einführung  der  obigen  Werte  von  ^',  i^  und  von 

,    puinqfp-^q&iüpq}  ,  pco%qq>-\-qCO%p(p 

>    —  —  ja -7 ^     V«    ,       t/    =  i^ 


^cos^  2  ^  v)  (^^*^T^  ^) 


erscheinen  dann  die  Polarcoordinaten  r,  ^  eines  Punktes  der  frag- 
lichen Fusspunktcurve  ausgedrückt  durch 

^       ^ P+g .    *x       psin^y+gsinpy 

rp*+«*+^cos(j>  — 9)g)  i>cos99  +  9COsp9> 

Die  Invene  derselben  fftr  O  als  Inversionscentrum  unter  Zugrunde- 
legung der  Gleichung 
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wird  also  einen  zur  Anomalie  &  gehörigen  Radiasvector  #  besiUeB 
welcher  sich  bestimmt  durch 

a«  yp^  +  g*  +  2pqC08(p  -"gj^ 

Diese  Inverse  ist  nun  aber  nichts  anderes  als  eine  Cykloide,  wie  man 
leicht  auf  Grund  der  Formeln  linden  kann ,  die  wir  in  unserer  Ab- 
handlung (T.VIII.  S.  179)  „Verallgemeinerung  des  Eutstebongsgesetzes 
der  Fusspuuktcurvon^^  gegeben  haben.  —  Wir  können  somit  den 
Satz  aussprechen:  „Bewegen  sich  auf  einer  Kreisperipberie  zwei 
Punkte  mit  gleichförmigen  Gcscliwiudigkciten,  so  ist  der  Ort  der 
Schnittpunkte  der  Tangenten  an  den  Kreis  in  gleichzeitigen  Lagen 
Py  Q  dieser  Punkte  die  erste  nogat.  Fusspunktcurve  einer  Inveraen 
für  den  Kreismittelpunkt  als  Pol  jener  Cykloide,  die  als  Enveloppe 
der  PQ  auftritt."  ') 

Wir  haben  bereits  notirt  die  Werte  von 

^  ^  d(p'      ^   '^  dtp 
es  bleibt  also  noch  der  Wert  von 


<^V  f p  — 


(cos^%) 


anzusetzen,  um  die  Gleichungen   der  Tangente  unserer  Raumcnrve 
hinschreiben   zu  können.    Diese  lauten 

P  +  (/  .    P+3 

cos^  -  <p  sin  —iy     ff 

cos  — ö-  g>  cos  -^  ip 


a{ps\nq<p-^'qsmpq>)        u{pC0Bq*p-^qC0Spq) 


I         P  —  q 


c(p—q) 


1)  Die  Erzeugung  der  Cykloidcn  als  £nve]oppen  ikrer  Tangenten,  deren  in 
diesem  Satze  gedacht  wird,  und  auf  die  wir  ror  einiger  Zeit  anf  ganz  nmtflr* 
liebem  Wege  gelangten,  ist  übrigens  bereits  ira  Jahre  187S  von  Prof.  Wol« 
itenbolme  mitgeteilt  worden  in  den  Proceed.  of  the  London  Math.  Society 
Vol.  IV,  page  321:  „On  Kpicyiloids  nnd  Ilypocycloids*'.  Die  Bewaiifabninf 
war  jedoch  eine  synthetische. 
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Eine  Gerade  darch  den  Punkt  (2  «=  0,  y  »  0,  «  —  c)  parallel   zu 
dieser  Tangente  (eine  Richtkegelerzeugende)  ist  mithin  gegeben  durch 


z — c 


a{  p  sin  q^'{-q  sin  p(p)       o(  p  cos  (2[<p  +  5  cospv)  <?(/>  —  5) 

Der  Schnittpankt  derselben  mit  der  Ebene  xy  erhält  die  Coordinaten 

ar  —  —  — —  (p8inf?7>  +  <Z8inpqp)j      y  *=■  --;(/> cos <z<;p4- #2 cos pqp) 

Diese  Werte  lassen  erkennen,  dass  der  Ort  der  Schnittpunkte  aller 
Tangenten-Parallelen  durch  (0,  0,  c)  mit  der  Ebene  xy^  d.  i.  Basis 
desjenigen  Rirhtkegcls  unserer  Raumrurve,  dessen  Spitze  eben  der 
Pnnkt  (0,  0,  c)  ist,  eine  Cykloide  wird,  welche  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  ist  (für  O  als  Aehnlichkeitscentrum)  mit  der  um  90^  ver- 
drehten Enveloppe  der  PQ,  Auf  Grund  dieses  Ergebnisses  erhält 
man  eine  leichte  Gonstruction  der  Tangente  und  der  osculirenden 
Ebene  in  einem  Punkte  irgend  einer  derartigen  Ranmcurve. 

Wien,  im  September  1889. 

Eduard  Janisch. 


8. 
ClassIfieatioB  der  Flüchen  zweiter  Ordnung. 

Mit  Hülfe  der  folgenden  Kriterien  kann  man  die  Art  der  Fläche 
2.  Ordnung  in  jedem  gegebenen  Falle  leicht  bestimmen. 

Die  Gleichung  der  Fläche  wird  in  der  Form 

-}-  2ai4  xt  -|-  2a,4  yt  -j-  2a^i  zt  -f-  «44^*  -=  0 

vorausgesetzt,  wo  sämtliche  Coefticienten  reell  sind  und  nicht  sämt- 
lich verschwinden.    Es  sei 

D^\aa\,      (»,  Ä:  =  1,  2,  3,  4),       (a^  «  a«) 

nnd  Aat  die  Unterdeterminante  von  aik 

I.     itu  <  0  Centralflächen 

I .     öji  «M  —  «11*  >  0,     rt,|  A^^  >  0 

a)  Z>  >  0        Imaginäres  Ellipsoid 
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b)  Z>  —  ü        Imaginärer  Kegel 

c)  Z>  <  0        Reelles  Ellipsoid 

2.    a,,  «M  —  öj2^  >  0,    0,1^444  <  0,    oder    «n  a^«  -  «la*  ^  0 

a)  Z>  >  0       Einscbaliges  Hyperboloid 

b)  D  =  0        Reeller  Kegel 

c)  Z>  <  0        Zweischaliges  Hyperboloid 

II.  ^44—0,    D^O       Paraboloide 

1.  /)  >  0        Hyperboliscbes  Paraboloid 

2.  /)  <  0        Elliptiscbes  Paraboloid 

III.  -^44  —  0,    D  =  0,    oder    -^,„  /1^,  -^33  verscbwiuden  nicht 
sämtlicb.  Cylindcr 

1.  Unter  den  Diagonalunterdeterminanten  von  yl44gibt  es  positive*). 

a)  auAkh  «  0(/,  /j  =  1,  2,  3)        Imaginärer  Cylinder 

b)  an  An  S,  0(/,  ^•  =  1,  2,  3)        Elliptischer  Cylinder 

2.  Unter  denselben  gibt  es  negative.        Hyperbolischer  Cylinder 

3.  Sie  verschwinden  sämtlich.  Parabolischer  Cylinder 

IV.  An  «  i4,2  -*  -^33  =  -^44  =  0,    Z)  =  0       Zwei  Ebenen 

1.  Unter  den  Diagoualuuterdet.  2.  Grades  gibt  es  positive,  2  imag.  Eb. 

2.  Unter  denselben  gibt  es  negative.        2  reelle  Ebenen 

3.  Sie  verschwinden  sämtlich  Eine  zweifache  Ebene 


*)  Diagonal  Unterdeterminanten  einer  versohwindemlen  Determinante  kAnocn 
n&mlich  nicht  ungleiclie  Vorz.eichen  haben. 

Klausenburg,  Juni  1890.  J.  V41yi. 
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3.     Die    Frage   nach  der    möglichen   Zcrfälluug   der   Curve 
k&QQ  mau  fulgendermassen  erledigen. 

Wir  untersacbcn  zuerst,  ob  eine  zu  der  Fluchtlinie  parallele  Ge- 
rade ein  Teil  der  Curve  sein  kann.  Dies  erfordert,  dass  für  einen 
gewisseu  ^-Wert  (i;o)  die  Curvengleichung  identisch  erfüllt  sei,  dass 
also 

Diese  Gleichaugen  sind  für 

^•«0,     1/0  =  0 

erfüllt.  Die  Fluchtlinie  selbst  ist  also  Bestandteil  der  einem  belie- 
bigen ihrer  Punkte  zugehörigen  Curve.  OiVenbar  ist  sie  hierbei  dop- 
pelt zu  zählen,  und  der  restirende  Teil  der  Curve  4ten  Grades  ist 
die  doppelt  zu  zählende  x -Gerade,  welche  umgekehrt  nur  für  k-^0 

herausfallen  kann.  [Für  k  —  0,  /*  «  i^y— 1  sind  die  Hedinguugs- 
gleichungcn  bei  jedem  %  erfüllt;  aber  wir  berücksichtigen  nur  re- 
elle h  und  k\. 

Zweitens  kann  man  setzen: 
d.  h. 

Die  Gerade  y  —  0  fällt  somit  aus  der  einem  beliebigen  ihrer  Punkte 
zogehürigen  Curve  aus,  d.  h.  sie  entspricht  Punkt  für  Punkt  der 
Geraden  y,  =  b.  Ebenso  die  Geraden  y  —  —  a  und  yi  —  —  ^.  Dit^ 
Gleichung  der  restirenden  Curve  3ten  Grades  ist 

n  (J*+  n^)  ± 2a  (I«  +  rr)  ±  2a /« .;  +  (a»  —  i.«  -    A*)  >/  -  0 
oder 

(i?±2a)|«±2rt/*|-f(i/«±2ai/  +  a«— 62  — Ä2;,y  «0 

Inwieweit  ans  dieser  Curve  noch  eine  Linie  i\  =  i/q  herausfallen 
kann,  ergiebt  sich  leicht.  £s  trifft  ein,  wenn  a  =  h  und  h  »  0.  Dann 
fällt  auch  die  Gerade  »;  =  —  2a  resp.  i;  —  -|-  a  heraus.  Der  Punkt 
\  —  0,  it  —  i^a  und  ebenso  /i  —  0,  ^•  —  —  2a  giebt  also,  wenn  ^  —  a, 
da8  Linienpaar  y  *-  ~a  als  Teil  der  Abätandscurve.  Der  Rest  ist 
das  imaginäre  Linienpaar  a:*-J-(y  — a)'  =0  resp.  j-^-^-iy-^-a)'  ^=0. 
—  Dass  die  Curve  3ten  Grades  in  keiner  anderen  Weise  zerfallen 
kann,  wird  unten  bewiesen. 

Es  ist  aber  noch  ein  Fall  übri^s  da  die  Curve  4ten  Grades  zu 
der  Fluchtlinie  parallele  Geraden  enthalt.    W«'il 

i7o+i-«±a,    /.  —  0,    k  ^ -b 

15« 
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-r-c  .  «*  — *' 

welches  auf  den  concentrischen  Kreisen  die  Curve  3ten  Grades  aus- 
schneidet, wenn  die  beiden  BQschel  mittels  der  Relation 

ai^f  einander  bezogen  sind  [m  «  dem  Winkelcoefficient  des  fraglichen 
Strahls).  Besonders  im  Falle  J  =  a  liefert  dies  eine  sehr  einfache 
Coostmetionsmethode. 

Die  zu  der  Fluchtlinie  parallelen  Geraden  schneiden  die  Curve 
(sie  sei  vom  4ten  oder  3ten  Grade)  in  zwei  endlichen  Punkten. 
Diese  können  z  B.  in  folgender  Weise  durch  Kreise  ausgeschnitten 
werden.    Man  kann  die  Curvengleichung  so  schreiben: 

Durch  partielle  Substitution  von  c  für  i;  erhält  man 

Diese   Gleichung   bedeutet  einen  durch  P  gehenden    Kreis,   dessen 
Centrum  die  Coordiuaten 

a^hc  a^(b^ -{- h^  -  k^)c 

hat  und  also  in  der  von  c  unabhängigen  Geraden 

^  2hk       ^ 

liegt    Bei  variabeln  c  stellt  also  die  Gleichung  ein  Kreisbüschel  dar 
mit   dem   doppelten    Basispunkt    5  *=  ^?  =  0.     Jeder    Curve    dieses 

Büschels  entsprechen,  wenn  ^"^a*,  zwei  c-Wcrte   (•=  2  Strahlen 

durch  den  co  -Punkt  der  Fluchtlinie) ,  aber  jedem  Strahle  entspricht 

nur  ein  Kreis.    Wenn  k^  «  a^,   ist   die  Corre.«ipondonz   der  Kreis- 

und  Strahlenbüschel  projectivisch.    —    Auch  hierauf  kann  man  eine 

ziemlich   einfache  Coustructionsmothode   gründen.     Seitdem  man  die 

Locusgeradc  der  Krcisceutra  gezogen  hat,  kann  man  z.  B.  die  Mit- 

telpunktabscissen,  welche  verschiedenen  c-Werten  gehören,  nach  der 

Formel 

a  h 

2k+c+- ^ 

bestimmen.    Im  Falle  ^*  »  +  a  hat  man  ganz  einfach 
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Die  SpitzenUngeote  hat  dio  Gleichung 

6.  Zaletzt  sei  bemerkt,  dass  dio  Abstandscurven,  welche  nur 
dem  Zeichen  nach  verschiedenen  h-  und  ^'-Werten  entsprechen,  con- 
gment  sind.  Zeichenwechsel  für  h  ist  nämlich  mit  Zeicbcnwechsel 
Dftr  X  in  der  Cur?engleichung  äquivalent;  und  ebenso  Z.-w.  für  k  mit 
Z.-w.  ftür  y.  [Hier  mag  auch  bemerkt  werden,  dass  die  Quadranten 
1,  2,  3,  4  der  a;y-£bene  den  Quadranten  1,  2,  3,  4  der  ^j^i-Ebcnc 
in  dieser  Ordnung  entsprechen.] 

7.  Indem  wir  nun  ein  etwas  näheres  Studium  der  „Abstands- 
carven^^  und  der  Lage  der  Doppelpunkte  in  ihnen  vornehmen  wer. 
den,  nehmen  wir  zuerst  an,  dass 


nnd  also 

ox                   a* 

'i  "^  ^»    yi  —  « 

y               y 

oder  omgekehrt 

ojTf                    a* 

X  —  — ^,       y  =  - 

yi '            Vi 

Wenn  dann 

k  =  a     (A«  >  0) 

zerfUlt  die  Abstandscnnre,  wie  wir  sehen,  in  die  Gerad«;  y  -=  a  und 
eine  Cnnre  Sten  Grades,  deren  Gleichung  in  i  und  r^  ist 

Den  allgemeinen  Verlauf  dieser  Curre  zeigt  Fijr.  t^.  h^-.r  durch 
I««  i|=0  (P)  gehende  Zweig  ist  eine  Orale,  wdch«^  in  /Mie 
durch  den  Ponkt  x^  0.  y  —  —  a  'i^;  gerbende  G'rrade  Ar,  -^  2af, 
im  Punkte  *i  —  —  A,  15  —  0  <-4:  x  —  0,  jr  «  «/  die  Linie  ^  ^  0  f>*r- 
rflhrt.  Der  andere  Teil-  di-?  -Serp»:»tJii«r-.  g»i»t  durch  if  hi«- 
bat  in  diesem  Pnnkte  lafl'xioB.  ujud  die  Tanjr^XiU  iet  «?7,kr<rcLt  zti 
j9F.     Die  Snbstitvtion 

fOlirt  Dämikk  die  Crnnrea-Gleidioar  ii^  diete  fab^: 

8.  Die  aäkere  Bevtiaimsftg  der  Jjsf^  der  iM'jyy^'iyuiiki^.  j/^iUtl 
kr  UfMiliSj  eis.  dass  miiUu^  des  g^mnatttuai  Vgrsfls- 
(^  =7  «.  ir  *  «,  die  xj  yj-C«r»e-    •«febe  dw 
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Application  sich  gestaltet.  Bei  der  directen  ccntralporspoctivisclien 
Lage  ist  die  Projectivität  durch  die  Formeln 

ax  a- 

*        y       ^^       y 
oder 

ausgedrückt.  Dreht  man  aber  die  a://-Ebeuc  um  P  einen  Winkel  q> 
iü  positiver  Richtung  (von  pos.  ^  zu  pos.  y),  so  erhält  man  die 
Gleichungen 

(?2CO8<p+^2Sin<3P  +  '0(^  +  <<)  =  «(i^  +  'O 

(— 'ig  sin  qp-fr/jj  cos  (]p4- «)(?/+<')  =  «^ 

Die  Doppelpunkte  hat  man  also  durcb  die  Gleichungen 

(^*COSqp-j-t/siuqp-j-/i)(ry-|"«)  =  «f?  +  '0 

.  ( —  *4  sin  <p  +  »^  cos  qp  +  rt)  (»y  +  «)  ==^  «* 

oder 

i'iycosqp+^'ßin  9  — «i(l  —  cosqp)-|-i/(/i-|-'^sin  gp)  =»  0 
^'17  sin 9)  —  ij'cosqp-j-a|8in<3p  —  «i;(l -f  cosqp)  ==  0 

'•^  bestimmen.    Aus  ihnen  folgt  einfach 

n  ^  —  (^*+Ä)cotj9 

Bei  dirccter  Application  liegen  also  die  bewcgliclien  Doppel- 
P'^^kte  auf  einer  Geraden  durch  den  festen  Punkt  A  (;r  =  0,  .v-=^i), 
^  8Uch  der  eine  auf  der  Ovale,  der  andere  auf  der  Serpentine.  S. 
"^    Dreiecke  PMR  und  PAf^R^, 

Sine  ganz  analoge  Rechnung  (vergl.  Art.  13.)  giebt  für  iiulirecte 
^«e  die  Gerade 

f]-\-2a  «  -  (H-Ä)coti<jP 

••^^  Verbindsngsliuie  der  Doppelpunkte,  welche  der  Drehung  tp  ent- 
*Pt*cchen,  wenn  man  von  der  Lage  ausgeht,  bei  welcher  die  positive 
*ii-Richtung  mit  der  negativen  ??-Hichtung  zusammeufällt. 

Wie  wir  ja  schon  wussten,  liegen  also  bei  iudirectcr  Appli- 
kation die  beweglichen  Doppelpunkte  auf  einer  Geraden  durch  B 
(«  —  0,  y  =  -  a),  folglich  beide  auf  der  Ovale,  oder  beide  auf  der 
Serpentine. 

Zugleich  sehen  wir,  dass  sowol  bei  directer  als  indirecter  Lage 
einer  gewissen  Drehung  der  x^yi-Ebeue  eine  halb  so  grosse  Drehung 
der  zugehörigen,  durch  A  resp.  B  gehenden  Geraden  entspricht. 
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20.    Wie  endlich  der  allgemeine  Fall 

b  ^a,    h^  ^  a* 

■ich  gestaltet,  ist  in  nicht  geringem  Masse  schon  ans  dem  Vorigen 
klar. 

Bezüglich  dem  Verlaufe  der  Ahstandscnrve  bemerken  wir  Fol- 
gendes.   Sie  hat,  wie  wir  wissen,  mit  dem  Kegelschnitte 

einen  4-facheu  Coutact    Im  Falle  b  =  a  waren  aber  2  der  4  Contacts- 
paukte  imaginär.    Dies  findet  nicht  immer  Statt.    Die  Gleichung 

welche  die  Ordinaten   der  Berührungspunkte  bestimmt,  hat  nämlich 
in  gewissen  Fällen  4  reelle  Wurzeln  [welche  zufolge  der  Gleichung 

auch  reelle  Abscissen   geben].     Einfache   Ueberlegungen  bezüglich 
der  Function 

(k^  —  5^  (ky  —  a«)«  +  a«  h*  (a«  —  k*) 

nnd  ihret  Derivirten 

9 

zeigen,  dass  —  wenn  wir 

k^^a^-  ^  ^' 

setzen  und  A:  >  0,    ä  ^  0  annehmen  —  die  Wurzeln  der  fraglichen 
Gleichung  sich  folgendermassen  verhalten: 

1)    a>b 

i  < «     "j  < yi  < 0  <  y,  <  +  x:' (y»^  y*  ^°**«) 

ab  ab  ,   rt' 

*-«      yi— — Ti  yi  — +T»  y»  — y*  — +r 


248  Brod€n:  Ueher  du  Di^ppdfimkU  hu  dtr 

k>>  a 

Ä'  >  Äj»    yj  <    -  j  (y^  y,  jmag.)  +|-  <  f^ 

2)  a  — 6 

^  <  «        -  jt^  <  yi  <  0  <  y,  <+  jf  (jfj,  y4  in»g) 

Ä;  =  a  yj  =  —  -,      y,  -=  y,  —  y^  =  + - 

^'  >  «      yi  <  ^  jf«'    +  ;^  <  y»   ^ysi  y*  im»g-) 

3)  a  <Ä 


*'        ""  j^    ^  ari   ^  "^  ^  yi  ^    r  j^     ^  ir»  •■  y*    ^    i     j^ 


Ä«  >  Äj«      — -j^  <  yi  <  0  <  y,  <  +1^     (y„  y4  imag.) 
oÄ  ,  a*  ,    oft 

km^  a  yj   —  —    ^  ,      y,   «  yj  -=  -}-  -,        y^  =  +  — 

*  >  «      yi  <  —  jj.-   (y2i  ys  imag.)    y*  >  +  -jj. 

€tb  ab 

Für  Ä  =  0  erhält  man  immer  nur  reelle  y- Werte:  +"r»  —  T 

und  V   zweimal  gezählt.    Die  ersteren  geben  x  =  0.    Für  .      wird 

die  Gleichung  ersten  Grades,  welche  x  bestimmt,  identisch;  zur  Be- 
stimmung  von  X   hat  man    die  Kegelschnittsgleichung  zu  benutzen; 

sie  giebt  die  zwei  Werte  ±t  V(ifc*  — a*)(a*  — 6*),    welche    nur   für 
a  >  &,  A;  >  a  und  a  ^  b^  k  ^  a  reell  und  verschieden  sind. 

Zeichen  Wechsel  für  k  (—  Z.-w.  für  y)  beeinflusst  natürlich  nicht 
die  Realitätsverhältnisse. 

Die  Felder,    in  denen   F  liegen  mnss,   wenn   die  fraglichen  4 

Contactspunkte  sämtlich  reell  sein  sollen ,  werden  also  offenbar  Ton 

der  Gurve 

a;«(y«-a«)  —  y«)(ai-M)» 
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und  den  Geraden  y»  ±  ^  abgegrenzt;  s.  die  nicht  vollzogenen  Gnnren 
der  Figg.  a  (5,  =  2a,)  nnd  9.  (a  =  2b). 


Die  TOllzogenen  CnrveQ  dieser  Figuren  sind  die  Abstandsorte 

9  10 

der  Punkte  ar  —  0,  y  —  j^a  (P)  und  ar,  =  0,  y,  =-  q-  b    (P,)      Sie 

sind  nmtflrlich,  wie  immer  ffir  A=0,  symmetrisch  zu  den  Ordinatenaxen 
nnd  haben  je  zwei  Infleiionen  in  den  oo  -Punkten  der  Fluchtlinien. 

Die  nähere  Bestimmung  der  Lage  der  Doppelpunkte  gestaltet 
aich  im  allgemeinen  Falle  (^  ^  ^i  in  so  ähnlicher  Weise,  wie  für 
5  —  a,  dass  wir  mit  Bezug  hierauf  nur  zu  dem  Vorigen  hinweisen. 

Die  Figg.  8  und  9.  zeigen  zwei  Paare  entsprechender  Doppel- 
pnnktsdreiecke:  PLM  und  F^L^Mi  entsprechen  indirocter,  PNR  und 
I\  JV,  E^  directer  Lage. 

Lund,  September  1889. 
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XIII. 


üeber  die  Spitzenörter  aller  orthogonalen, 

gleichseitigen  oder  dazu  dualen  Kegel,   welche 

an  eine  Fläche  2.  Ordnung  tangential  gehen. 


Von 


Herrn  Dr.  A.  Koch, 

Cjinnmial-Hülfilehrer  in  Hildesheim. 


§.   1. 

Vorbemerkung. 

In  meiner  Dissertation:  „lieber  die  Oerter  der  Pankte,  ans 
denen  ein  gegebener  Kegelschnitt  durch  einen  orthogonalen  oder 
einen  gleichseitigen  oder  einen  der  zu  diesen  dualen  Kegel  projidrt 
wird^'  (Münster,  Theissing.  1887.)  ist  gezeigt,  dass  ein  Kegel,  denen 
Axengleichung  lautet: 

3)  orthogonal  ist,  wenn  A^  B,  C  der  Bedingung  nnterliegen: 

U+Ä~C)U— Ä+C)(-^  +  BH-C)=0 

4)  dual-orthogonal  ist,  wenn  die  Bedingung  besteht: 

1)  gleichseitig  ist,  wenn 
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—«1  =  ^1  +  *M  +  ^fa^9i^  +  Vf '*  4-  Vs'*  -  («11  +  ««  +  ^9' 

a,  =  *|  i^M  —  ^11* + Mm  —  *«8*  +  *M*ii  -  *si* 

—  (öii«2i  —  «if  *)9>'*  —  9'{«w<Pi'*+«ii<P»'*  —  2a,i^/.  <jp,'} 
+  (öi2«s3  -  ««3*)<P  *— <p'.  {033^/*+  Om^Ps'*  -  2a,89,'.  Vj'} 

+  («33011— 031^)9'*-  »'.  l«llV8'*  +  «8«Vl'*— SOjjVx'.yj'} 

"-«3  =  ^1*M*83+  2623531*,,  —  *j  A3*—  ^«As*^  M12* 

=-  —<p'*. {0,1028033 +  2aj8«31«l 8  — «H«f8*  —  «fl«8«*  -  «SS^llT 
+  2^t'.y3'.v'*.(as,a,,-  a„a23)4-298'.9,'.7''(a,9a23  — a,,a2t 
+  2<;p,'.  9,'.  9'^  (028034  — a33a„)  +  y'«.{y,'»(a„a33  -  fljs*) 
+  yi'*.(o„033  — a,8«)  +  »8'».(a,ia22  -o,,*)} 

Dio  übrigen  Glieder  heben  sich  fort. 
Setzen  wir  jetzt: 

—  («ll  +  «2t  +  «33)  ^  ^ 

—  (a„  a22  O33  4-  2^23  «31  «11  ~   «11  «23*  —  «22«31*  "  «d3«lt*) 

«11  «It   «13 


«tl  «t«  «ts 
«31  «31   «83 


=    A, 


«11«11  — «12*+«22«33"-««3*+«33«H-~«8l'  =  '^ll+'^ll  +  -^W  ■"  ^t 

worin  die  Aik  die  Adjuncten  der  Determinante  — A^  bedeuten;  ferner: 

<*+Vi'*+y3"="tf 

Vi '*•  («22+ «33)  +  Vi'*(«83  +  «11)  H-Vs'*  •  («11  +  «11) 
-  2a,29i'-  Vi'—  2023. yi'-Vs'- 2ö3i '^z9i 


'  «11  «31  Vi' 

I    «si  «SS  ti 


+ 


«22  «23  9% 
9%   93'  0 

«23  «33  9» 


+ 


«12  «11    »"l 

Vi'  Vi'  0 

«11  «11  Vi' 


^ 


Endlich  ist  der  Factor  von  9*  iu  dem  Ausdrucke  für  — a^  gleich 
><ii  Vi'*+^llVl"*+  .  . .  +2^,2V,'.V2'+  . . . 


«11  «12  «13  Vi 

«11  «M  «23  Vi' 

«31  «31  «83  V8' 

Vi'  V2'  V3'  0 


«11  «11  «13  «14 
«21  «11  «13  «14 
«31  «31  «33  «84 

Vi'  Vi'  V3'  -  <3f>'+«i««'-f«i4y' 
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Demnach  hat  der  Spitzenort  aller  gleichseitigen  Tangentenkegel 
der  r*  (r)  die  Gleichung: 

L      Ajc^(B+0  +  By\C+A)  +  Cz\A-{~B)  —  (Ä  +  B+C)  -  0 
ond  der  aller  dnal-gleichseitigen  Tangentenkegel  der  F*  (F*) 

II.   x.+,.+..)-(^  +  L  +  l)-o 

Hlernnter  snhsnmiren  sich  leicht  alle  Fälle  der  i^^  falls  sie 
centrisch  ist 

Die  vorstehenden  Gleichungen  zeigen: 

1  ,,Da88  der  Spitzenort  aller  gleichseitigen  Tangentenkcgel  einer 
„centrischen  Fläche  2.  Ordnung  (F*)  eine  mit  F^  concentrische  und 
„Goaxiale  Fläche  2.  Grades  (F)  ist,  welche  zu  einem  imaginären 
^Kegel  degenerirt,  wenn  il  +  Ä  +  C^O,  d.  h.  F^  selbst  gleichseitig 

2.     „Dass  der  Spitzenort  aller  zum   gleichseitigen  dualen  Tan- 

^eDtenkegel  (F*)  der  F^)  eine  mit  der  F*  concentrische  Kugel  ist, 

^«iie    sich    eben   als  die    Directorkugel  der  F^  erweist.     Sie   zieht 

l    ^ich  za  einem  Punkte  zusammen,  wenn    .  -f-  ^  +  7;  ="  0,  d.  h.  F* 

„iMlbst  eine  dnal-gleichseitige  Fläche  2.  Ordnung  ist/' 

> 

\  Ist  ferner 

[  (p  =  By^'\~  Cz^^lAx  =  0 

slso  F*  eines  der  Paraboloide,  so  wird 

^,  =  — (Ä+C),    A.^  =  BC,    <y  =  ii*+5«y2+c»«« 

also 

Daraus  ergeben  sich  als  Gleichungen  der  Spitzeuörter  aller 
gleichseitigon  und  dazu  dualen  Tangentenkegel  eines  Paraboloids 
folgende: 

III.  ,«+.«- /c(^+^)*-BC=^ 

IV.  %c-     \^    ^  =  0 


tr 


At9k,  d.  ÜAtk*  «•  f^J»'   >•  B«i^«t  '^-  ^^ 
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i^t-^={BC-\-CA-\-AB){Ax»^By*-\-Cz*  -1) 

=  .lBC:x«+y«+,«)  -(BC-\-CA+AB) 

A  =  {A»*(B+C)-^B9*(0-i-A)-]-C^(A+B)—(A+B+C)\'t 
-  4ABC'{Ax*^Bg*-\-a'  -1}  X 
.{Ar»(Ä4-0+Uj,«(£H-J)+fö«(^+Ä)-(.4+Ä+C)| 

— 8/<ÄC{il««-|-Äy»+0^— Ij»  =  0 
Wenn  also  jetzt 

fsA{B+C)ie'-\-B{C+A)^+C(A  +  B)^  —  (A+B+C)  =  0 

ie  Gleichongen  der  Spitzenörter  aller  gleichseitigen  und  dazu  dualen 
TikigeDtenkegel  unserer  Grandfläcbe  <p  ^  0  sind,  so  ergiebt  sich 
ab  Definitionsgleichnng  unseres  jetzigen  Spitzenortes  Sl: 

if^  —  AABC  tpipx^SABC.q>*  —  0 

In  Betreff  der  ebenen  Durchschnitte  der  Fläche  Sl  ist  zu  be- 
Berken,  dass  sie  aus  geometrischen  Gründen  in  den  3  Sjmmetrie- 
«beoen  ähnlich  zerfallen  mflsscn,  wie  bei  der  fläche  a.  Jedoch 
wollen  wir  von  der  synthetischen  Untersuchung  derselben  der  Schwie- 
rigkeit wegen  abstehen  und  uns  mit  den  folgenden  analytischen  Be- 
tnchtungen  begnflgen. 

Der  wichtigste  ebene  Schnitt  durch  die  Fläche  Sl  ist  der  unend- 
lich ferne,  dessen  Gleichung  lautet: 

lA^(B+Cl  +  Bg^C+A)'i'Cz*{A-\-ß/i^{Aj^^B  +  C)  +  ByVC-i.Aj 

„E^  schneidet  also  aas  Sl  einen  Kegelschnitt  rC'x  *)  sa^.  d^nc^rlben, 
„den  £ao  *ns  ^  ausschneidet,  und  eine  Curre  4.  Ordnung  C^  V. 
„deren  Gleichimg  sich  auch  schreiben  lässtr* 

.^VA(B^^C)+9VMC^Ä}^tyOA^BA 
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Alle  6  Doppelpunkte  müssen  natürlich  zugleich   konisch    oder 
Hpknar  sein. 

Um  die  Art  derselben  näher  za  ermitteln,  wollen  wir  den  Tan- 
gentenkegel  eines  dieser  Doppelpunkte,  dessen  Coordinaton  sind: 

Ä  ==  0,     y  =  VCiÄ-B),    z  =  '-Vb(c'-'Ä),     to  =  0 

aMber  untersuchen.  Sind  aj',  j?/,  y^  die  Substitutionsresoltate  der 
Goordinatcn  eines  Doppelpunktes  in  die  Functionen  a^,  ß^^  Yi  bzhw., 
so  ist  die  Gleichung  des  Berührungskegels  in  ihm: 

Xan  ergiebt  sich: 

/?/  =  —  8AB^C^(A  -i^)  (Ä—  QiC-A) 
/i'«— 8ilJ326«(C-yl) 

so  dass  die  Gleichung  des  Berübrungskegels  lautet: 

SAB'C*iC-AUAx\B-CyiA-B)-(A-B){B-C)[yVB{C^A) 

+  zV'c(Ä^B)]^'-w^\  -  0 
oder: 

Ax\B  -  CO  -  [y  yS(C^  +z  V~C(Ä^B)y  -  -j^^zz^ijfZc)  =  ^ 


Dies  ist  die  Gleichung  eines  nicht  zerfallenden  Kegels  mit  un- 
endlich ferner  Spitze,  also  eines  Cylinders,  dessen  Hauptebenen  sind : 

ar  —  0,    tr  =  0,     y  V^-i4)  -^-zYcCÄ—B)  —  0 

,,Wir  müssen  also  schliessen,  dass  die  sechs  Durchschnittspunkte  der 
„vier  unendlich  fernen  Geraden  gewöhnliche  Doppelpunkte  der  Fläche 
,,A  sind,  die  aber,  wie  aus  der  letzten  Gleichung  nach  Division 
,,diirch  C  leicht  zu  sehen  ist,  biplanar  werden ,  wenn  etwa  C  «=  oo 
„wird,  d.  h.  wenn  F*  zu  einem  Kegelschnitt  degenerirt." 

Die  Cqo*  enthält  zunächst  vier  Punkte  der  C^\  die  zugleich 
dem  unendlich  fernen  Kegelschnitt  von  F^  angehören.  Diese  sind  als 
Paukte  der  Schnittcurve  (F,  F^)  der  Doppolcurve  von  Sl  angohörig. 
Diese  sind  also  selbstverständlich  auch  Doppelpunkte  der  Fläche  Sl, 

Es  bleiben  noch  die  vier  Punkte  zu  betrachten,  in  denen  der 
Kogelkreis  JTqo*  die  C^*^  trifft,  da  letztere  noch  in  diesen  ihrer 
flrgftnzaDgscnrve  begegnet     Diese  Punkte  haben  die  Coordinaten: 


2G4   Koch:   (Jeher  die  Spitzenörler  aller  orthogonalen,  gleichseitigen  oder 

-±^/ÄCB^^),    y^±'}/~B(C^,    ^-±yC(Ä""^,      ^-0 


X 


nnd  werden  sich  als  gewöhnliche  Doppelpunkte  unserer  jetzigen 
Fläche  ergeben.  Dass  sie  Doppelpunkte  sind,  zeigt  man  am  besten 
durch  die  Bildung  der  Differentialqnotienten  der  linken  Seite  der 
Gleichung  A  =  0,  welche  für  sie  verschwinden. 

„Also  hat  Sl  in  E^  noch  vier  gewöhnliche  Doppelpunkte/' 

Es    scheint  wichtig,   festzustellen,    ob   auf  Sl  ausser  den  10  in 
^00   liegenden  Doppelpunkten  noch  andere  sich  befinden  können. 

Zu  dem  Zwecke  schreiben  wir  die   Flächengleichnng  von  Sl  in 
der  homogenen  Form: 

A  =  <p^'-^ABC.(pipi-'%ABCq>^w^  —  0 
worin : 

q>  =  Ax^^Bg^'^Cz^-'W^ 


x=*'+y*+^*-(l+Ä  +  ^-) 


to» 


ist.    Also  kommt: 

??_2.«,.   ^"-21/«.    ^^       OC    ^^  9.. 

1=^- 1='-  i'-^-.  I,!— ^-G+i+'c) 

Daraus  ergiebt  sich: 

1)     g^  =  2^{3y'«(Ä+C')  '-4^Äc[gpx(Ä+60+  n  +  V*^^] 

—  IGilBCy«?«} 

3)     g^  =  2CV{3t(;'^y<  +  Ä)  _  4^ÄC |^vz(^  +  -B)  +  !l'Z+  9*  y 

— 16  ilfC^Mv^ 
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Hat  die  Fläche  Sl  einen  Doppelpunkt,  der  nicht  in  den  Ebenen 
jr  =  O,  y  »  0  liegt,  also  auch  nicht  einer  der  Coordinateuaxen,  wol 
aber  der  xy-Ebene  angehören  kann,  so  muss  ausser  den  Bedingungen 

3A 

pT-  —  0  etc.  aus  1)  und  2)  die  weitere  bestehen : 

1  9A       1  9A 

—  UABCf^w^]  «  0 
Uod  femer: 


<p  «0 


7)  =  0 


1  1     /iA 

8)     U^=U^+  Ü3+  ^^^  r;,  +  _  —  =  ^ABq>\^  +  2C^]  =  0 

d-  b.  9  =  0  oder  ^+26'^  «  0. 

Liegt  nun  ein  Flächendoppelpunkt  auf  der  Fläche  9  «  0,  so 
mnaa  er  nach  6)  und  7)  auch  auf  1^  =  0  sich  befinden,  also  der 
Durchschnittscurve  beider  Flächen  angehören. 

Für  9  —  0  und  t^  =  0  verschwinden  aber  alle  Differentialquo- 

dA 
tienten  ^  "*  0  etc.,  d.  h.  die  genannte  Durchschnittscurve  ist  eine 

KDOtencurve  auf  i2,  was  wir  schon  froher  erkannt  haben. 

GenOgt  ein  Doppelpunkt  der  Bedingung: 

^4-2  C9  =  0    oder    t(;  —    -  2C9 

so  moaa  er  auch  den  mit  Hälfe  von 

t|;  «  —  2C9 
aas    t7|  und  U^  sich  ergebenden  Bedingungen  gentigen: 

~^^  =  ^C(p[^C^if+ABCx—^ABw^\  -0 
17,  =  4i>  fp^C^fp—ABC/li 

welche,  da  9  ^  0  ist,  abergeben  in 
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Hieraus  folgt,  dass  der  betrachteto  Doppelpunkt  den  Bedingungen 
gonttgeu  muss: 


2C 


1.      q>  =  ^,ABw*',         2)     t|;  —  —  2Cg)  —  —  ^Äu?» 


5qpC       bABw^.C       biv* 
^'       '^^   AB  ^    2C.AB     ""  "2 

3A 
Setzt  man  nun  diese  Werte  für  «jt',  i/',   %  in  die  Function  ^-  ein,  so 

8A  > 

muss  Ä-  auch  für  a;  ^  0  verschwinden,  wenn  ausserhalb  der  Ebenen 

;r  =  0,  y  ==  0  und  der  Schnittcurve  <p  =  0,  V'  ==  0  noch  Doppel- 
punkte auf  Sl  liegen.  Da  das  aber  nur  eintreten  kann,  wenn  tr=*0 
wird,  wie  man  leicht  berechnet,  so  kann  die  Fläche  Sl  ausser- 
halb £^oQ  ^^^  der  Coordinateuebcueu  keinen  Doppclpunkt 
haben.  Auch  in  der  xy-Ehono  {z  =  0),  und  daher  auch  in  den  da- 
mit gleichartigen  andern  Coordinatenebeneu ,  kann  ausserhalb  A'xi 
der  Coordinatenaxen  und  der  Kuotcncurve  kein  Doppelpunkt  der  Ä 
sich  befinden. 

Aber  auch  die  Coordinatenaxen  enthalten  im  allgemeinen  keinen 
Doppelpunkt  der  Sl.  Das  ist  schon  gezeigt,  wenn  nachgewiesen  ist 
da3s  eine,  etwa  die  2-Ax6,  die  Sl  nicht  in  einem  Doppelpunkte  trifft, 
weil  die  Axen  sich  ganz  gleichartig  verhalten  müssen. 

Gellt  die  2;-Axe  durch  einen  Doppelpunkt  der  Sl^  so  muss  die 
aus  A  =  0  für  j;  =  0,  y  =  0  resultirende  Gleichung  6.  Grades  in  z 
gleiche  Wurzeln  aufweisen. 

Diese  Gleichung  ist: 

z^.C*{A  +  B)(A-B)^'-z*C^{A-B)^(3A-\-3B'-'C) 
+  z^3C(A  +  B)(A  —  B)^  —  2CHA'-B)^-  C^(A  +  B)\ 
'-{(A  +  B){A  —  B)*  --  C{A  —  B)^  ■'  C^{A  +  B)  +  C^  «  0 

welche,  als  kubische  Gleichung  in  a'  aufgefasst,  die  Wurzeln  hat: 

A+B—C^     A—B  +  C\     A-'B^C 

C(A  —  B)'  '     C{A  —  B)  '      C  (i4  —  B) 

Die  «-Axe  trifft  Sl  also  in  6  getrennten  Punkten ;  dasselbe  schliesaen 
wir  für  die  x-  und  y-Axc,  d.  h.  die  Cooedinatenaxcn  enthalten  im 
allgemeinen  keinen  Doppelpuukt  der  Fläche  Sl, 
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Man  erhält  also: 

^Der  Spitzenort  aller  orthogonalen  Tangeutenkegel  einer  centri- 
f^hen  Flftche  2.  Ordnung  ist  eine  mit  ihr  concentrische  Fläche 
„6.  Ordmtng  mit  einer  imagin&ren  Enotencnrve  (Doppel  'urve)  4  Ord- 
,,nang  nnd  10  Doppelpunkten  in  der  anendlich  ferneL  Ebene  iiJooi 
„von  denen  je  zwei  den  Goordinatenebenen,  die  übrigen  vier  dem 
„imaginären  Kngelkreise  angehören.  Alle  diese  Doppelpunkte  sind 
,,koDi8che^\ 

Ist  ferner  durch  die  Gleichung: 

ein   Paraboloid  (P*)  gegeben,  so  wird: 

4i  =  — (/^4-C),    A^  =  BC,    A^^Q 

-^  =  —  A^BC,     ö  =  A*  +  B^y^+  Cz^ 

*  =A^B  +  C)  +  B^fj^.C+C^z^.B 
Also  kommt: 

A^fP'\'€=''{B'\-C)(By^  +  Cz^—2Ax)+A^  +  B^y^+C^z^ 


ebenso : 


A,^-^^-.Bc[2.-^^ 


Bildet  man  jetzt  die  Function  A  und  unterdrückt  den  auf- 
tretenden gemeinsamen  Factor  BC\  so  lautet  die  homogene  Glei- 
chung des  Spitzenorts  aller  orthogonalen  Tangeutenkegel  von  i^, 
den  wir  .Qp  nennen  wollen: 

!2A  ^*  "i  3 

y'  +  ''^  30^^+^^^"-  Bc\   +^^BC\^y'+Cz^ -2Ax\ 

^    (  ,  ,     ,       2A(B+C)        A^l   i  A(B^C)\ 

—  SA*{By^+Cz^'-2Ax\rtc*  -  0 

Ausser  dem  oben  allgemein  ausgesprochenen  Satze  über  die 
Knotencurve  (f^  P*)  der  «Qp,  wobei  Fp  die  Gleichung  hat: 

2A  A* 

erkennt  man  noch, 

^dass  die  Schnittcunre  von  Fp  in  Efg^  (w  =  0),  nämlich  das  Oe- 
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^^radenpaar  y^-l"^  '^  0  in  E^^  eine  Doppelcnnre  der  Slp  ist,  Ungs 
„welcher  E^  die  Sl,  berührt ^^ 

Einzelne  Doppelpunkte  lassen  sich  fflr  diese  Flftche  nicht  nach- 
weisen. Es  ]ä%st  sich  vielmehr,  ähnlich  wie  Torhin,  leicht  zeigen, 
dass  ausserhalb  der  Knotencurven  auf  Slp  kein  Doppelpunkt  mehr 
liegen  kann,  wovon  wir  jedoch  Abstand  nehmen  wollen. 


§.  5. 

Ueber  den  Ort  der  Punkte,  von  denen  aus  eine  gegebene 
Fläche  2.  Ordnung  durch  dual-orthogonal      Kegel 

tangirt  wird. 

Als  Gleichung  des  Spitzenorts  («ft*)  aller  zum  orthogonalen 
dualen  Tangenten kegel  einer  durch  die  Gleichung  9  »  0  gegebenen 
F*  erhielten  wir: 

A/  =  8ir* .  q>J^  +  i{Aitp  +  p)  (^,g)  -  ^)w« .  J  +  {A^tp  —  ^)8  «.  q 

Nennt  man  den  Spitzenort  aller  zum  gleichseitigen  dualen  Tan- 
gentenkegel der  F*M,qp— yr  =  0)r*,  so  lesen  wir  aus  der  Form 
der  Gleichung  A/  »  0,  dass 

„unser  Spitzenort  Sl*  von  dem  Spitzenorte  in  den  Punkten  des 
„uneodlich  fernen  Kegelschnitts  von  r**,  also  längs  des  Kugelkreises 
„A'qq,  welcher  als  eine  dreifache  Knotencurve  der  Fläche  A*  auf- 
„tritt,  berührt  wird." 

Die  Restschnittcurve  von  F*  mit  Sl*  ist  dann  noch  eine  Raum- 
curve  4.  Ordnung,  nämlich  diejenige,  in  welcher  P*  die  gegebene 
F*  (q>  —  0)  schneidet. 

Fassen  wir  zunächst  den  Fall  ins  Auge,   dass  F*  centrisch  ist, 

d.  h. 

q>  =  Ax^+  By*+  C««  — tü>  —  0 

so  ergiebt  sich  als  Flächengleicbung : 

A,  =  Sw^.iAx^+By^+Cz^-'W^yA^I^C' 
+4tA*BK'*,{Axl{B+C)+By*,{C+A)+Cz*(A'\'B)-(A+B+Otv^tc^ 


oder  mit  Weglanong  des  Factors  Ä'U*Ci 


z* 
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+Cz*(A+B)  -(A-\-B-\-0\  |a=»+y«+z»-Q  +  2,+ ^  «-«1 
+ABC.  {««+y»+,«-,c«.Q  +  ^ + 1^}  5  =.  0 

Setzen  wir  nan: 

so  dass 

^--2«r(^+ß+0 

1  =  2.      |.2„      1-2.      |/-_2.(l+i+i) 
ist,  so  ergiebt  sich: 

^  =  2M\ßCu^ + 4tt?«  [/+  X  C(j4+B)^  +  UBC  x«} 

=  2t.{-8ur*+16tr«.y+4/x-4ti.«.[/(^+  ^+^) 


8A/ 
8tc 


Diese  DifferentialcoefficieDten  verschwinden  zunächst  für  die  Punkte 
der  unendlich  fernen  Knoteneurve,  dos  Kugelkreiscs  in  £qq,  für 
welche  ja  2  =  0,  t«  »  0  ist  Wir  haben  diesen  Eugelkreis  schon 
als  dreifache  Knoteneurve  der  Fläche  Sl*  erkannt,  längs  welcher 
letztere  von  %  —  0  berührt  wird. 

Es  ergiebt  sich  nun,   dass  ein  nicht  in  den  Coordinatenebenen 
liegender  Doppelpunkt  der  Sl^  den  Bedingungen  genügen  muss: 
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Nach  1)  und  2)  mnss  dann  aach  ein  nicht  in  den  Ebenen  fl;-»0, 
y  —  0,  2  =  0,  Y'?  »»  0  liegender  Doppelpankt  der  Sl*  der  Bedingung 
genügen : 

2w^-\-XC  -  {2w^-{'xA)  =  x(C  - ^)  —  0    oder    %  —  0 

Die  Kugel    %  ^  0  trifft  aber  Sl*  ausserhalb  der   E^g^  dqf   in   den 
Punkten  ihrer  Schnittcurve  mit  9  «=  0  (F*).    Dann  aber  ninss  nach 

cw 
für  einen  Doppelpunkt  der  .ß*,  für  den  w  ^  0  ist, 


oder 


-««'••  H+/G + 5+ i)]-o 


sein.    Ebenso  müssen  noch  wegen 

SAi       ^     3Ai       -        8A/      ^ 

1^-0,  ^-0,  g—   -0 

für  einen  auch  ausserhalb  der  Coordinatenebenen  liegenden  Doppel- 
punkt der  Fläche  die  Bedingungen  bestehen: 

oder  die  Bedingung: 

Also  muss  auch 

sein. 

„Wir  schlicssen  also,  dass  die  Fläche  Sl*  ausserhalb  der  Coor- 
„natenebenen  und  £7gQ  keine  Doppelpunkte  enthalten  kann/^ 

Die  Fläche  Sl*  kann  daher  ausserhalb  der  Knoteucnrve  in  £a^ , 
dem   imaginären   Kugelkreise,    nur  in  den  Ebenen    0;  <— 0,   y  •- (h 
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2  =->  O  Doppelpunkte  haben,  and  zwar  in  jeder  dieser  Ebenen  gleich- 
¥iel,  da  keine  als  Hauptebene  bevorzugt  ist.  Die  Zahl  der  Doppel- 
pankte  der  Ä*  in  der  Ebene  5?  =  0  inuss  also  in  ^  -=-  0  und  x=0 
wiederkehren. 

Ein  Doppelpunkt  der  Ä*,  welcher  in  z  =  0  liegt,  nicht  aber 
anf  den  Goordinatcnaxcn  dieser  Ebene,  muss  der  Bedingung  ge- 
nügen : 

oder  ausserhalb  der  E^   der  Bedingung: 

Setzt   man 

2 
X-    ■  C 

in   5 —  ein,  so  wird: 

CSC 

8A/ 


=  Sx{f+^\    für 


£in     Flächendoppelpunkt  ausserhalb  der   y-Axe   hat  also   noch  der 
BedingoDg  zu  genügen: 

/+  e  «ö 
Setzt  man  ausser 

aoch  noch  diese  Bedingung  in 

dAj 


ein,  so  wird  für  w  «  1 : 


=  0 


Ebenso  ergiebt  sich  fttr  «>  -•  1 : 

,  2    , ,      .  ^\     12 Ann  ,  1  ,  i\ 

=  I69;  somit  muss  auch  (p  =  0  sein. 
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ffierin  ist  u^  —  t«i  «  0,  iind: 

oder: 

Die  GleichuDg  u,  »  0  stellt  nau  einen  gewöhnlichen  oder  zer- 
Ulcnden  Kegel  dar,  je  nachdem  in  der  Gleichung  eines  ebenen 
Durchschnitts  parallel  zur  x^-£bene  (z  —  y)  die  Discriminaute  nicht 
^^r^chwindet  oder  verschwindet.    Diese  Discriminaute  ist: 

^y'[^-^-^+  c)  -cUß^^Ayi 

{AB(B—2C){A^2C)-'{BC+Cj4'-ABß^ 

„Es  ist  daher,  far  /  ^  0,  J '^  0,  d.  h.  der  betrachtete  Anfangt- 

)<»piinkt,  ond  damit  alle  vier  Puiiktc  1),  und  alle  Punkte  2)  und  3) 
Htiiid  gewöhnliche  Doppelpunkte  der  Fl&ibe.    Sie  werden  biplanar, 

Ank.  4.  Mstt.  «.  Fkjs.    2.  Rnk;  T.  IX.  1^ 
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„wenn  ^  —  B,  B  ^  C  oder  C  —  oo  wird,  U  h.  wenn  die  Gmnd- 
„fläche  entweder  eine  centrische  Rotationsfläche  ist,  oder  xn  einem 
„centriscbcn  Kegelschnitt  degencrirt." 

Hat  unsere  Fläche  noch  weitere  Doppelpunkte,  so  müssen  diese 
den  Hauptaxen  angehören,  falls  sie  nicht  in  J^^q  liegen.  Femer 
müssen  alle  Axcn  wegen  ihrer  Gleichwertigkeit  gleich  viel  und 
gleichartige  Doppelpunkte  besitzen.  In  einem  solchen  vereinigen 
sich  dann  stets  zwei  Durchstosspunkte  einer  Axe  mit  der  Fläche. 

Wenn  wir  nun  in  ^/  — »  0,  ^  =  «  -»  0  setzen,  so  resultirt  die 
Gleichung: 

oder  wenn  wir 
setzen : 

- ®^/  -  |l^»(B  +  O  -(A+  B+  C)}+8(^» - 1) 

AB 
=  a\ABCa^-QABa+i-^+A[Ax^(B'\-C)-(A  +  B  +  C)]\'^  0 

Setzt  man 

^-•-(-.-i+-c)=-+»ö-5)=-^^ 

so  vird: 

-12-^-^-^  +  4  ^  +  4[^««(B+C)-(^  +  B  +  C)]} 
=  o./J.{^BC./J  +  4(B— CM-64ä+4^(B+0} 

-«■M-[^-(i-i-i)] 

Also 

...aoi^-(i  +  ;,-J)}i..-(i-l+L)) 
xl^-(i-l-y}-o 
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§.  6. 

Fortsetzung. 

Ein  besonders  interessanter  Fall  ist  derjenige,  dass  die  Grand- 
fiäche  ein  Paraboloid  ist  mit  der  Gleichung: 

Dann  ergiebt  sich  die  Gleichung  des  Spitzenorts  aller   doal-ortho- 
gonalen  Tangentenkegel  der  durch  q>  ^  0  dargestellten  Fläche  aus 

wenn  wir  darin  setzen: 

z/  —  —  A^BC\    q>=zBy*  +  Cz*  —  2Ax 


^,,p_^  =  _4ßc{2x+^-^j 


Die  Gleichung  Aj  -«  0  wird  also  in  ^r,  y,  z  vom  dritten  Grade, 
und  aus  der  homogen  geschriebenen  Function  A^  muss  w^  als  Factor 
heraustreten ,  d.  h.  aus  jedem  Punkte  der  Efj^  (w  «  0)  wird  die 
Grundfiächo  durch  eiuen  zum  orthogonalen  dualen  Tangenten kegel 
projicirt.  Letztere  sind  sämtlich  parabolische  Cylinder,  weil  auch 
E^  zu  ihren  Taugentialcbeucii  gehört.  Für  einen  solchen  aber, 
dessen  Gleichung  geschrieben  werden  kann: 

V+0.««-  2ax  — 0 

besteht  also  auch  die  Bedingung: 

~-  8a3*-l-4a,  a^a^  —  Oj'  =  0 

worin  nach  §.  3.,  4.  a,  =«  — &,  a,  «  0,  03  «  0  zu  setzen  ist,  d.  h. 
jeder  parabolische  Cyliuder  kann  als  ein  zum  orthogonalen  dnaler 
Kegel  aufgcfasst  werden.    Daher  gehört  auch  E^  dem  Spitzenorte  an. 

Streng  genommen  zerfällt  also  der  jetzige  Spitzenort  in  die  drei- 
fach zu  nehmende  E^ ,  von  der  wir  jedoch  hinfort  absehen  wollen, 
und  in  eine  Fläche  3.  Ordnung,  die  Slp*  heissen  soll,  und  als  deren 
homogene  Gleichung  sich  ergiebt: 

(  1A 

1)     Ap  =  M{By^+Cz^'-'2Awx)  .ir-  4J5C|y«+««  -  ;ß^(Ä-f  C)xtv 
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welche  sich  auch ,   von  einem  constantcn  Factor  abgesehen ,    in  der 
onhomogeneu  Form  schreiben  lässt: 

Diese  Gleichnngen  lehren, 

1.  „dass  Sip*  eine  Fläche  3.  Ordnung  ist,  welche  die  Axo  des 
,«Gnindparaboloids  (y  =  0,  »  -=-  0)  zur  Symmetrieaxo,  und  dessen 
^Hanptebenen  zu  Symmctrieebeuen  hat'^; 

2.  „dass  die  ebene  Schnittcurvo  in  Kx)0''  =  0)  zerfdllt,  und 
,,zwar  in  eine  reelle  Gerade,  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Schei- 
„teltangentialebene  des  Grnndparaboloids  (x  =»  0) ,  die  «/^  heisscu 
^soll,  und  in  den  unendlich  fernen  imaginären   Kugelkreis  (A'x)^)^*; 

3.  y,dass  jede  zur  Axe  des  Paraboloids  normale  Ebene  (x  »  r) 
y,Dach  2)  die  Fläche   ^*   ausser  in   g^:)  noch  in  einem  centrischen 

Kegelschnitt  schneidet,  welcher  zerfällt,  wenn  die  Discrimiuante  der 
Gleichung  2)  in  Bezug  auf  die  Variabolu  y  und  z,  nämlich:'' 


Daraus  ergiebt  sich  ferner: 

„dass  von  den  fünf  Ebenen  des  Büschels  durch  g^,  in  denen 
,yder  Restschnitt  mit  Slp*  zerfällt,  zwei  mal  zwei  zusammenfallen^'. 

Diese  beiden  Ebenen  sind  dargestellt  durch: 

^  BC       '     ^*  BC 

Setzt  man  diese  Werte  für  2x  in  die  Gleichung  2)  ein,  so  er- 
geben sich  die  Gleichungen  der  Geradenpaare  in  den  betreffenden 
Ebenen,  und  man  erkennt  dann,  dass  diese  Geradenpaare  in  beiden 
Ebenen  zusammenfallen,  und  zwar  in  der  ersten  in  die  Doppelgerade 
af*=0,  die^i  heissen  soll,  in  der  zweiten  in  die  Doppelgerade  y*  =- 0, 
die  g^  heissen  möge,  und  welche  zu  g^  senkrecht  ist 

Endlich  ergiebt  sich,  dass  auch  noch  die  durch 

^*  BC 
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dargestellte  Ebene  durch  g^o  ans  Slp*  ein  Oeradenqaar  aosaGhneidet, 
und  zwar  mit  der  Gleichang 

Das  Geradenpaar  ist  also  panktirt  oder  reell,  je  nachdem  das  Gmnd- 
paraboloid  ein  elliptisches  oder  hyperbolisches  ist 

Wir  fanden  also, 

,ydass  an  gao  zwei  zu  einander  senkrechte  qoatemare  (g^  g^)  nnd 
„ein  Geradenpaar  mit  nnären  Geraden,  die  a\  J*  heisaen  mögen, 
„hangen^S  (Gf.  Sturm,  Synthetische  Untersuchungen  aber  Fl&chen 
3.  Ordnung,  Achtes  Kapitel,  Art.  123  et  sqq.) 

Das  bringt  uns  auf  die  Vermutung,  dass  Sl^  4  Knotenpunkte 
haben  kann,  die  dann  zu  je  zweien  auf  g^  und  g^  liegen. 

Dies  wird  sich  zeigen,  wenn  wir  die  Ebenen  der  Büschel  durcE 
g^  und  g^  hinsichtlich  ihrer  Durchschnitte  mit  Sl^  betrachten. 

Setzt  man  nun  in  2)  2a5-| -^^ —  statt  2«,    so   ist    für   die 

resultirende   Flachengleichung   g^   die  y-Axe  und  die  Ebene    2x  = 

.g — =  oder  (gtgao)  die  ^«-Ebene,  während  dieo^Ebene  dieselbe 
bleibt.    Diese  Gleichung  lautet: 

^.2.+,^.  (2, + y^) +2.(^+ y^^) 


oder 


x(^-^  =  o 


Macht  man  hierin  die  Substitutionen: 

\  xcosa,    g,    xsina) 

so  ergiebt  sich  die  Gleichung  des  Durchschnitts  unserer  Fl&che  mit 
der  als  neue  ary-£bene  genommenen  Ebene  durch  ^|,  welche  zur  ur- 
sprflnglichen  «^-Ebene  die  Neigung  a  hat,  nämlich : 

y*.ajC0Sa+«*.sinVr<«C08a+ — ßc\ 

[                ji(B^C)\   (  A\ 

-f  «COSOf .  JaJCOSaH ß^ — )  <«C0SO—  ^>    =0 
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Die  befrachtete  Ebene  schneidet  die  Slp*  also  ausser  in  gi  noch 
in  eineip  Kreise,  dessen  Gleichung  lautet: 

Ä,  ^y»co8a  +  «'cos«+^^(  "^^ cos*«   1  — coso — ^w8^~"*ö 

Alle  diese  Kreise,  die  Restschnittcurven  der  Ebenen  des  Büschels 
darch  ^](ir»0),  schneiden  also  ^j  in  denselben  Punkten,  deren 
Coordinaten  ausser 

„Also  ergeben  sich  auf  gi  zwei  Knotenpunkte  der  Slp*^  deren 
„Coordinaten  sind^': 


I.     X- 


Die  Werte  von  cos«,  für  welche  der  durch  ^  =  0  dargestellte 
Kreis  in  ein  (imaginäres)  Geradoupaar  zerfällt,  müssen  die  Discri- 
minante  yon  A;  »  0  verschwinden  machen.    Diese  ist: 

-tf  ^  -—  cos'«  • -^^ cos  «.  rjj^g  I  — ^—  —  COS*«  ) 

oder  mit  Unterdrückung  des  Factors  —  j^^ 
^  ^  cos  «  {^~^  cos'a+  C  cos*« —  j  > 


=  cos«  lcos*«H — ^ 2cosa  y  —^1  }cos*«-f 


C-i? 


c 


— 2cos«l/  — 7T-( 
—  cosalcosa— J/— ^>    •  |cosa  +  ^— ^| 
Der  Kreis  A;  »>  0  zerfällt  also  für  cos«  =^0,  d.  h.  in  der  Ebene 

cos  «  =  1/  —^ — ,    cos  «  —  —  1/  — j^^ — 


ond  zwar  sind  in  den  beiden  durch  die  zwei  letzten  Relationen 
cbarakterisirten  Ebenen,  die  «^  und  «3  bzhw.  heissen  mögen,  jedes- 
mal zwei  Dreiecksebenen  der  allgemeinen  Fläche  3.  Ordnung  ver- 
einigt, d.  h.  die  Doppelpunkte  der  Gcradenpaare  in  «^  und  «2  sind 
Knotenpunkte  der  hp*,  (cf.  R.  Sturm,  Flächen  dritter  Ordnung, 
Cap.  8.,  Art.  112.)     Nun  aber  geht  das  Geradenpaar  in  «^  sowol 
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als  in  a^  wie  ftberbiopt  alle  SchnütcanreD  der  EbeneD  des  BOsdiels 
durch  gi ,  darch  beide  Knotenpnskte  auf  ^, ,  andererseits  ist  ans 
ifr  «  0  leicht  zn  erkennen ,  dass  keine  Gerade  beider  Geradenpaare 
mit  gi  znsammenfilllt,  weil  dann  fbr 


cos.^nr-c— 


in  I- »«  0  das  absolute  Glied  verschwinden  mOsste,  was  nicht  ge- 
schieht 

Wir  folgern  daraus,  dass  die  Doppelpunkte  der  Geradenpaare 
in  tt|  und  o^  ausserhalb  g^  liegen,  und  da  sie  Knotenpunkte  der 
Slf^  sind,  so  können  sie  nur  der  quatemftren  Geraden  g^  angehören. 

Dies  bestätigt  sich,  wenn  wir  in  der  Flichengleichnng  2)  statt 
2*  2x "i^, —  setzen,  wodurch  g^  c-Axe  wird,  und  dann  die  Sub- 
stitutionen vornehmen 

S'  Iß  M 

\  f  cosa,    xsina,     z  \ 

Die  rcsultirende  Gleichung  ist  dann  die  Gleichung  des  ebenen  Darch- 
schnitts  der  als  xs-Ebene  genommenen  Ebene  durch  g^j  die  mit  der 
ursprünglichen  xz-Ebene  (der  zu  g^  normalen  Ebene  durch  g^  die 
Neigung  a  hat. 

In  dieser  Gleichung  tritt  x  als  Factor  heraus,  und  es  ergiebt 
sich  als  Gleichung  der  Restschnittcnrve  jeder  Büschelebene  durch  g^ : 


1:,  ^x»cosa  +  a'cosa--x(  — ^ [-COS*al  ^-^ ^^^-  cos«  —  0 

Für  jeden  Wert  von  u  stellt  nun  I-,  =  0  einen  Kreis  dar,  welcher 
die  Gerade  g^  (x  -»  0)  stets  in  denselben  beiden  Punkten  trifft,  die 
also  weitere  zwei  Knotenpunkte  auf  Slp*  sein  müssen. 

„Die  auf  «7s  liegenden  Punkte,  deren  Coordinaten  sind: 
A{B-C)  .   A^/TT^B 

IL   X 25c~'   y  =  ^'    *"=^rr  ~ß~ 

„sind  weitere  zwei  Knotenpunkte  der  Flftche  Slp^''^ 

Es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  die  Punkte  I.  reell  sind,  wenn 
die  Punkte  II.  imaginär  sind,  und  umgekehrt,  im  Falle  B  und  C 
positiv,  d.  h.  das  Grundparaboloid  elliptisch  ist,  und  dass  sämtliche 
vier  Knotenpunkte  imaginär  werden,  wenn  B  oder  C  negativ,  d.  h. 
das  Grundparaboloid  ein  hyperbolisches  ist   Ferner  ist  unschwer  zn 
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sehen,  dass  die  vier  gefandenen  Pankte  I.  und  IL  eben  die  vier 
Nabelpankte  des  gegebeoen  Paraboloids  sind,  die  hinsichtlich  ihrer 
Bealitfit  oder  Iinaginarietät  ja  so  beschaffen  sind,   wie  oben  gesagt 

Mit  der  Zahl  4  ist  die  Maximalzahl  der  Knotenpunkte  einer 
FlAche  3.  Ordnung  erreicht.  Die  Art  derselben  ergiebt  sich  aus 
der  Bemerkung,  dass  sie  weder  alle  noch  zur  Hälfte  biplanar  sein 
können,  weil  dann  die  Glasse  12  der  kubischen  Fläche  Slp*  minde- 
stens bis  auf  2  redncirt  wQrde. 

Da  hiemach  auch  nicht  einer  biplanar  sein  kann,  weil  die  Sym- 
metrie Ton  Slp*  dann  noch  einen  zweiten  biplanaren  Knotenpunkt 
erfordert,  so  ergiebt  sich, 

,,dass  unsere  Fläche  Slp*  die  Maximalzahl  der  Knotenpunkte 
„n&mlich  vier,  besitzt,  welche  mit  den  vier  Nabelpunkten  des  Grund- 
y^Mtfaboloids  zusammenfallen,  und  dass  sämtliche  Knotenpunkte  ge- 
yiWöhnlicher  Art  sind.    Demgemäss  ergiebt  sich  als  Classe  unserer 
„Fl&che,  wie  in  §.  11.,  die  Zahl  12  —  4.2  —  4''. 

In  dem  Aufsatze  von  Cayley:  „A  memoir  on  cubic  surfaces^' 
(Philosophical  Transactions  fttr  1869)  ist  auch  die  Fläche  3.  Ord- 
nung mit  vier  Knotenpunkten  behandelt,  (cf.  Section  XVIII,  S.  313). 
Dort  benutzt  Cayley  die  Gleichung 

IV(XY+  ÄZ+  YZ) + XYZ  =  0 

worin  jr  —  0,    K  —  0,   Z  —  0,    H^  =  0  die  Ebenen  des  Tetraeders 
der  vier  Knotenpunkte  bedeuten. 

Setzen  wir  nun: 

^=V  'c(v:^B)  •  r  +  'V  ~B    "*    2BC'] 

^==Vc(C^'ry      ^  2BC     1 

•o  geht  die  Gleichung  unserer  Fläche  Slp* 
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Aus  der  BetrachtuDg  der  Darchschoitte  der  Ebenes  des  Bflshels 
durch  ^]  oder  g^  ergiebt  sich  folgende  leichte  geometrische  Gon- 
stmction  unserer  Fläche: 

„Denkt  man  sich  eine  Ebene  £  mit  einer  festliegenden  Geraden, 
„etwa  ^1,  und  eine  dazu  normale,  g^  nicht  treffende  Gerade,  etwa 
„^1,  mit  dem  Fnsspunkte  P  in  £.  Nimmt  man  dann  auf  g^  zwei 
„gleich  weit  von  P  entfernte  Punkte  zu  beiden  Seiten  von  £  an, 
„etwa  Kf  und  K^^  und  zieht  in  jeder  Ebene  |  des  BQschels  am  g^ 
„den  Kreis  k  durch  K^^  K^'  und  den  Spurpunkt  von  g^  in  §,  so 
„beschreibt  dieser  Kreis  eine  Fläche  3.  Ordnung,  wie  wir  sie  hier 
„behandelt  haben^\ 

Endlich  wollen  wir  noch  einen  Specialfall  unserer  Fläche  an- 
führen. 

Ist  in  der  Gleichung: 

d  h.  das  Grundparaboloid  ein  durch  Rotation  einer  Parabel  um  ihre 
Axe  entstandenes,  so  geht  die  Flächonglcichung  2)  über  in: 

„Die  Fläche  Slp*  zerfällt  also  in  diesem  Falle  in  eine  Ebene 
„und  eine  sie  berührende  Kugel.    Die  Ebene  ist  dio  Scheiteltangen- 

„tialebene  des  Grundparaboloids ;  die  Kugel  hat  den  Radius  ^^  und 

„ihr   Mittelpunkt   liegt  auf  der  Axe  des  Grundparaboloids  um  ^^ 

„vom  Scheitel  entfernt,  ist  also  identisch  mit  dem  Brennpunkte  der 
„Meridianparabel  des  Grundparaboloids.  Zugleich  sind  die  vier 
„Knotenpunkte  der  allgemeinen  Fläche  in  den  Anfangspunkt,  d.  h. 
„in  den  gemeinsamen  Punkt  der  Teile  der  jetzt  zerfallenen  Fläche 
„3.  Ordnung  zasammengerückt^^ 
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XIV. 

Ueber   eine  Anwendung  der  Taylor'schen  Beihe 
und  einige  bestimmte  Integrale. 

Von 

Reinhard  Mildnert 

Profetsor  der  Landeirealschule  in  Kömcrbtadt. 


ADgenommen/(2-|-^)  Iftsse  sich  entwickeln  in  eine  Potenzreihe 
geordnet  nach  positiv  ganzen  Potenzen  von  «,  so  hat  man: 

1)  ^(«+A)  —  A*)  +  -3J«+    2!  • +-3y- «•  +  ••. 

Gesetzt  die  Reihe  convergire  für  alle  zwischen  -j-l  und  — k  liegen- 
den Zj  so  folgt  durch  Substitution  von  re^^*  in  die  vorangehende 
Gleichung : 

2)  AÄ  +  r«-«)  -  AA)  +  -jf  r*-«*+^^»*-^' 

wobei  selbstverständlich  r  für  a  >  0  zwischen  denselben  Grenzen 
wie  M  liegen  muss,  also  der  Relation  genügt:  —  A  <  r  <-|-i.  Wird 
in  der  letzten  Gleichung  a  durch  b  ersetzt,  so  ist : 


h 

a 
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1 

Za  einem  allgemeineren  Resnltate  führt  die  Formel  5),  wenn 
dftselbst  a  mit  a-}-^»,  ferner  h  mit  a  —  bi  nnd  r  mit  re9'  vertauscht 
wird,  wobei  jedoch  der  reelle  Bestandteil  a  positiv  sein  muss.  Da- 
durch gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

/oo 

o 

-2»[A^«^f0-A0)].arctg^ 

welche  ffkr  qp  =  0  in  die  folgende  flbergeht: 

QO 

/•  dx  b 

9)    /  [/fre-"+»»')-/^(re-«-»'0].--2f[/(r)-/{O)].arctg- 

0 

Behnfii  Anwendung  der  Formeln  4)  und  7)  setze  man  beispielsweise : 

/(Ä+»)-log(l+z) 
so  folgt  ddrch  diese  Substitution  das  specielle  Resultat: 

l0gj$7^,--/  ^Ogf^.^--log(l+r).log^ 

0  0 

gflltig  flür  — l<r^-fl. 

Die  einfachere  Gleichung  5)  gibt  fOr 

n»)  -  y 

den  Wert  des  Integrak: 

/   (   *        ""        I     7- («•-«). log^;    fara>0,    b>0 
0 
und  aas  der  Formel  6)  erhftlt  man  für  f(z)  ^  r-j—  und  A  »  0: 

/"/     1 i_\   ^     _J_i    l2S*! 

j/    V+a''       l+^v'  «  "l4-r*^^logaf 

dabei  nmsa  —1  <  r  <  +  1  sein. 
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Aas  der  Formel  8)  ergeben  sich  fflr 

/C«)-log(l+») 
die  Werte  der  folgenden  Integrale: 


^^^  «2«*+  2r  ««*  C08(9>+to)+r*     « 


,  ==4arctg7-T— irr— .arctg- 

/*  r       «  r  sin  (y -{-&«;)  rsin(y— te)      1  ^ 

7    h''<^^««x  +  rcos(9>+&a;)""*^^^*"e«'+rC08(g)--.6«)J  x 

—  log(l+2rco8  9+r*)  arctg- 
wobei  das  letztere  für  9  —  0  das  einfache  Resultat  liefert: 

OD 


b 

a 


arctg^,^^^^3^^  .  -  =  log(l+r;.arctg- 
0 

In  diesen  Integralen  mnss 

sein.    Schliesslich  findet  man  für 

ans  der  Gleichung  9): 

00 

/  «^••*«~"'.sin(rsini«;c~").~  —  (<^— 1)  .arctg - 
0 

gttltig  für  a  >  0. 

Es  ist  bekanntlich  unter  der  Voraussetzung  f{fi)  —  0: 

0  0 

und  man  hat,  wenn  daselbst  a  durch  a  ~  bi  ersetzt  wird : 

00  «' 

10)    J    f{re-".4^'')dx~y^^f^-f^dx,    fflr«>0 
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Das  erste  Integral  kaon  man  folgendermassen  umformen: 

O  0  2« 

Der  letzte  Teil  lässt  sich,  sobald  b  als  gauze  Zabl  angenommen  wird, 
auf  das  lutegral  Unker  Hand  zurückführen,  wenn  man  die  neue 
Variable 

einführt.      Es  ist  alsdann: 

2»  6 

welches  Integral  in  die  vorige  Gleichung  sobstituirt  mit  Rücksicht 
auf  dio   Formel  10)  gibt: 


2it  r 

a  +&/      /•        f(x) 


ilx 


Aehnlieh   folgt  der  Wert  des  nachstehenden  Integrals: 

«  r 

y>  a  -X-hi    r  fix) 

In  den   letzten  zwei  Resultaten  muss  /(O)  =*  0  sein,   während  b  als 
ganze   Zahl  vorausgesetzt  wird. 

ßehnfs  Anwendung  der  Formel  10)  auf  ein  specielles  Beispiel  sei 

f{z)  «  zC 
so    folgen  daraus  sofort  die  Werte  der  zwei  Integrale: 

jr^^^  _  ,  aie*" 1) 

/     ^ — ax^reombx€    "     C0s{bX'\-rS\nbxe-^)dx  —  ~7~ijLr^\ 

O 

OO  7  /  r  1  \ 

/^^-«jrf  rcoaÄx*-**  .  tm(bx'\-rB\Bbxe-''^)tix  =  ^\    ■  ^^. 

O 
und   far 


^^  y^tM.  m.  Pbj».    2.  B«ih«.  T.  IX. 


19 
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m .    ' 


gibt  die  Gleichuug  11): 

0 

2;c 

/««'sin&a:  ft  !+»• 

0 

a  ist  in  diesen  speciellen   Resultaten  positiv  und  b  in  den  letzten 
zwei  Formeln  als  ganze  Zahl  vorausgesetzt 

Unter  Benutzung  des  bekannten  Integrals: 

0;     für  a<Ä 


/ 


00  1       w  i. 

sinox.cos&x  ,         7     r;     für  a  =  b 


0  I     ^       ,         ^ 

g;     füra>6 

erhält  man  mühelos  nach  Entwicklung  der  Function  unterm  lutc- 
gralzeichen  in  eine  Reihe  die  nachstehenden  Resultate,  wobei  selbst- 
verständlich g  als  positiv  ganze  Zahl  vorausgesetzt  wird: 

13)  f—^-iarii")+f{r^")]äx- 

0 

(g- 1)  (?) 

.[Ao,+qp,+q«i^+...+»ii!+,/Ja.] 

00, 

y*  sin  AiT 
0 

gültig  für  (^  +  l)>^>fl'- 

Auf  demselben  Wege  gelangt  man  noch  zu  den  Werten  der 
folgenden  Integrale,  die  sich  gleichfalls  einzig  und  allein  nur  darch 
Reihenentwicklungen  erledigen  lassen: 


^nd  einige  besiimmfe   iuUtjrah,  2P1 


U 

16)  J   -—  if{r€^^)^f(re-'^)]dx  = 

O 

ebenfalls  gültig  für  {g  +  \)  >  k>  g. 
Ausserdem  findet  man  für  A  =  oo: 

oo 

/cos  Ax 
—  -  ifire'')'-f(re-'*)']ffx  =  0 

0 
Setzt  man  beispielsweise  in  den  Fürmoln  13)  nnd  15) 

f(z)  =  eß 
und  in  den  Formeln  14)  and  16) 

/(2)=l0g(l  +  «) 

so  folgen  die  Werte  der  speciellen  Integrale: 

oo 

/sinox 
2-  ,  grcoM  ^  cog  (,.  2\\\  ar)  dx  =- 

Ü 

2'  [^  +il"*"  2!+  3l  +  ••  •  +(V-  1)!  "^  *   i/!. 


^  .  e»^oai    sin (r  si n  x)  dx   « 

U 

2   L*'-^-"rr   2!""  ••'        (i7-l)!        *i7!. 


M»' 
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J        X 

0 


00 

.  log(l-t-2rc08a;+'*^)<to  = 


jK+;--i+ ■■+(-•)"■■?] 


00 

/*C0Siljr        ^        rsin« 
.  arctg  r— i dx 

0 


71  r  r*       r'  r^n 


wobei  die  zwei  letzten  GleichangeD  nar  für    (9-^1)^1^9    gültig 
sind. 

Es  ist  ferner  bekannt,  dass,  sobald  F(x)   die  nachstehende  Be- 
dingung erfüllt: 

18)  F{n7t±x)  «  F(x) 

alsdann  die  Gleichung  stattfindet: 


$ 


n 


/smx  r 

-^.  F(x)dx  -  4   /  F{x) dx 

0  0 

Die  Function: 

erfüllt  in  der  Tat  die  geforderte  Bedingung  18),  weshalb  man  hat: 
n 


sin(2a  +  l)a;  ^    ,    „  .    .     ,       «    ,  , 


^  J  sina: 

0 


j 

0 


*-^'4:tl)^[/-(r.^)+/(re-2-)],i. 


Durch  die  Substitution  2^;  —  y  geht  das  Integral  rechter  Hand 
genau  in  das  Integral  14)  über,  so  dass  die  linke  Seite  durch  das 
letztere  ausgedrückt  erscheint  F(z)  möge  bei  der  Entwicklang  in 
eine  Potenzreihe  nur  ungerade  Potenzen  von  *  enthalten,  also 

sein,  so  folgt  durch  Substitution  von  X:.«'*  und  h.e-^  für  zx 
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F(lf^-f-F(ib«-*0  —  «1  COS  «4"««  COS  3«  4"  «6  ^08  5«+  .  .  . 

wobei  es  hier  auf  die  Grösse  der  Coefficienten  nicht  ankommt,  wenn 
nur  die  Reihe  eine  convergente  ist,  ebenso  findet  man: 

/(r««*0+/(»*«"^0  —  io  +  *»cos2aj+J4C084x+  .  .  . 

Dies  beachtend  ergibt  sich  die  identische  Gleichung: 

00 

y^2^[jr(Jce'i)  +  F{ke''*)'][f(rtß'i)+Are'^^)]dx^ 
O 

/  ?^5_^(a,COSa;+a3C0S3aj+  „.)(bQ-\'biC0s2x+b^C0Bix+  ..)tlx 
O 
Die  einzelnen  Integrale  sind  von  der  Form: 

QO 


/  ^^^^ .cos(2g+l)xcos2pxdx 


und  verschwinden,  sobald  A  <,  1  vorausgesetxt  wird,  und  man  gelangt 
demnach  zu  dem  einfachen  Resultate: 


_oo 


20)       /^?^^[F(ik6'0+i^(ik«-'0][/'(r62^O+/(»-ß-^')]^^  =  0 

O 
Auf  demselben  Wege  folgt  der  Wert  des  nachstehenden  Integrals: 

oo. 

O 
Für 

erhftlt  man: 

/^    l  +  2JfcC0Sa5+fc*  ,,_l4-2>-C082a;+r«   .  sinAoj 
*<>«  1^2ifcC0S«+fc«  -^  l-2rcos2x  +  r»  '    ^TT"  ^  =  ^' 
O 

/»^  2^•sinx         ^   2r8in2a;      sinAa; 

y  arctgj^-^vai'ctg-j-^j;:^  .  -^  rix  «  ü 


FW  -  f{z)  =  log  j£^ 


MiU^'z  VAar  mm    i    i      I    j  dm  Ttgim^mkm  Btäk  tU, 

f  iarA  —q  ersetzt  worden; 


0 

i  y  10g(l+2rO(»2r  +  r*)  .  log(l+2jC082x+5«)dx 
0 

ö 

wobei  q  Qiid  r  zwischen  -{-l  nnd  —1  enthalten  sein  mflssen. 

Die  Grenzfiüle  für 

*  — r  —  ±1 

fahren  nach  kurzer  Rechnung  zn  den  bemerkenswerten  Ergebnissen: 

00  00. 

/  [Iogco8*j?]*füx  =   /  -^[Iog8in*x]*rf* 

6  b 

n  n 

=  J      /    [IOgCOs'x]*rfjr  —  i   /    [IOgsiu*Jr]*</r 

b 

Römorstadt  im  November  1889. 
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XV. 


Darstellung  der  harmonischen  Reihen  durch 

Factorenfolgen. 


Von 

Franz  Rogel. 


Das  Product  der  unendlichen  Factorenfolge 

worin  fflr  p  der  Reihe  nach  alle  Primzahlen  von  2  angefangen  zu 
•eUen  sind,  wird  gebildet,  wenn  jedes  Glied  eines  Factors  mit  jedem 
Oliede  aller  andern  Factoren  so  vereinigt  wird,  dass  jeder  dieser  als 
Factoren  fangirenden  geometrischen  Reihen  in  einer  und  derselben 
Complexion  nur  durch  ein  einziges  Individuum  vertreten  ist.  Mit 
andern  Worten,  diese  Factorenfolge  wird  identisch  mit  der  Summe 
▼on  Anadrflcken  von  der  Form 


2«» . 3;*'« . 5y«  ...p^"  ... 

L 

»— M«,  ^^n  Exponenten  o,  j?,  y  . . .  ts  .  • .  alle  möglichen  positiven 

^  angefangen  erteilt  werdf  Nenner  ist 

=  (2«.3/».5y  . 
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00         1        __  ®  1 

n  \    T ^  ^ (2«.3/*.5y ...  «''...)*  ^^ 

Wenn  nun  die  Exponenten  a,  /J,  y  . . .  tt  . . .  alle  Werte  von  0  bis  od 
erhalten,  so  gehen  aus  dem  Prodncto  2'. 3/^.57  . ,  .  p^  ...  sämtliche 
natürliche  Zahlen  hervor  und  jede  derselben  nur  ein  einziges  Mal. 
Um  das  allgemeine  Glied  obiger  Summe,  d.  h.  die  reciproke  nte 
Potenz  irgend  einer  Zahl 


z 


2«.3i*.5y  ...«''... 


aus  der  Factoronfolge  27»  zu  erhalten,  muss  das  (a-f-l)tc  Glied  der 
ersten  Reihe  mit  dem  (/3-|-l)ten  Gliede  der  zweiten,  mit  dem 
(y+l)tcn  Gliede  der  dritten,  .  .  .  mit  dem  (jr  +  D^en  Glicde  der 
der  Zahl  p  entsprechenden  Reihe  und  endlich  mit  den  ersten  Glie- 
dern (=1)  aller  jener  Reihen  multiplicirt  werden,  welche  jenen 
Primzahlen,  die  in  z  nicht  enthalten  sind,  entsprechen,  daher  in 

z  =  2«. 3/^.5/  ...  1)'' 

den  Exponenten  0  haben.    Demnach  ist: 

n  -  ^  -  2:  -  =  s«  2) 

Die  Summirung  erstreckt  sich  über  alle  Werte  von  »  -«-  1  bis  2  » cx) 
Ist  u  =  1,  so  divergirt  die  Reihe  rechts,  denn  sie  ist  dann  die  Reihe 
der  reciproken  natürlichen  Zahlen 

i+i+i+  ...  =  « 

und  obige  Gleichung  hat  dann  nur  eine  rein  formale  Bedeutung;  es 
lässt  sieh  jedoch  in  diesem  Falle  der  Schluss  ziehen,  dass,  da 

«i  =  !.|.J.M4  ...  "=  1+4+4+  ...  »00 

ist,  notwendig 

(i-4)(i-4)(i-J)(i-4)(i-A)  ...  «4.MI  f.|f  «0 

sein  muss.  Dies  geht  übrigens  aus  einem  allgemeinen  Satze  über 
die  Grenzwerte  unendlicher  Producte  hervor,  nachdem 

eine  divergente  Reihe  bildet 

Fehlt  in  /7„  der  erste  Factor  ^VLZ\^    so   entsteht  die  der  Po- 
teuzreihe  Tn  der  ungeraden  Zahlen  entsprechende  Factorenfolge : 
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Ebenso  kÖDucn  die  Potenzreihen  der  ungeraden  Zahlen  mit  Zeichen- 
wechsel in  Factorenfolgen  transformirt  werden.    £s  ist 

/>»»+(-l)"  2 

3*»  5»*  7»  11» 

""  3«+l  *  5»«  — 1      7»»~+l  •  11"  +1  •  •  •  ^ 

Die  Richtigkeit  dieses  Ansatzes  ergieht  sich  aus  der  Bemerkung, 
das8  das  Product  von  Primzahlen  der  Form  4^-}'^  ^^^^  ^^^^  ^^^' 
selben  Form;  das  Product  einer  ungeraden  Anzahl  von  Prim- 
factoren  der  Form  4^-1-3  ebenfalls  eine  Zahl  derselben  Form,  das 
einer  geraden  Anzahl  jedoch  eine  Zahl  von  der  Form  4tk-\-l  her- 
vorbringt. Jedem  Primfactor  der  Form  4^  +  3  das  negative  Zeichen 
vorgesetzt,  wird  das  Vorzeichen  irgend  einer  Zahl  von  der  Anzahl 
gleicher  oder  ungleicher  Primfactoren  der  Form  4^*-|-3,  welche  in 
ihr  enthalten  sind,  abhangen. 

Diese  schon  von  Euler  gekannten  und  von  Lejeunc-Dirichlet  zu 
zahlentbeoretischen  Untersuchungen  benutzten  Umformungen  harmo- 
nischer Reihen  mit  oder  ohne  Zeichcnwechsel  gestatten  verschiedene 
weitere  Anwendungen. 

1. 

Wird  die  Factorenfolge  für  eine  beschränkte,  endliche  Anzahl, 
etwa  für  r  Primzahlen  a,  6,  c  .  .  .  ^*  gebildet,  so  giebt  sie  eine  Po- 
tenzreihe 

n  -^—-  -  2;  -  5) 

in  welcher  für  q  alle  jene  Zahlen  zu  setzen  sind,  welche  mit  dem 
Prodacte  ahc  ...  h  mindestens  einen  gemeinschaftlichen  Teiler 
haben. 

ümfasst  a,  ft,  c  .  . .  k  das  Gebiet  der  sämtlichen  Primzahlen  von 

JP*'     «** 
p^  =r  2  bis  pr,  SO  wird  durch  die  Factorenfolge  U  —tzi\  ®^°®  ^®^^® 

gegeben     welche  in  ihren    (p,.+  l)ten   Gliedern  sich  von  der  Reihe 
Sn  nicht  anterschcidcn  wird. 
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2. 


Es  ist 


& 


n 


oder 


p=2  ?*•  -1 


woraus  die  Summen  ungerader  Ordnung,  für  welche  bis  jetzt  nodi   ; 
keine  Formel  gefunden  wurde,  aus  den  genau  summirbaren  und  flkr 
sehr  grosse  n  auf  15  Decimalstellen  berechneten  &«  bestimmt  werden, 
können.    Zur  wirklichen  Berechnung  genügt  eine  verhältnismässig 
geringe  Factorenreihe. 

Sei  z.  B.  n  »  13,  so  ist 

5j3  =^^2^^  ^  V      2^3)  (^-3^»)  V-  5^»)-  ^-^0 

==  1- 00012  2713  347 

wo  die  12te  Stelle  noch  richtig  und  der  Fehler  <  ^  ^^^^  ist.     Mit 

selbst  nur  3  Factoren  würde  sich  die  10  te  Stelle  noch  richtig  er- 
geben haben.  Dieselbe  Genauigkeit  durch  unmittelbares  Sammiren 
von  ^13  zu  erzielen,  würde  die  Inanspruchnahme  von  mindestens  15 
Heihcugliedern  erfordern.  Zudem  zeichnen  sich  die  Factorenfolgen 
durch  die  vorzügliche  Eignung  zur  logarithmischen  Behandlung  ans. 

Zur  Berechnung  der  ebenfalls  noch  nicht  genau  summirbaren 
Reihen  U2h  kann  in  ähnlicher  Weise  die  Formel  n  —  4  mit  Vorteil 
herangezogen  werden. 

Aus 

jj — ^. — 


7^       p^s       p""     . .  r 

3  P+1  P"+(-l)    2 

p-+(-l)      2 

•   3~      5»*  ^  7~  ^  d^^  11*       13*  —  •  •  • 

entsteht  eine  Potenzreiho,  in  welcher  die  Primzahlen  von  der  Form 
4A;  4-  3  (und  die  Potenzen  derselben)  das  positive,  und  jene  von  der 
Form  4ä;4-1  das  negative  Vorzeichen  haben. 
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3. 
Jede    Factorenfolgo   gebrochener    Fnoctioneu    der   Primzahlen 
JI^T^    Iftsst  sich   darch  die  harmonischen  Summen  S  ausdrücken, 

wenn    ^Ip)    und  f{p)   sich  in  Factoren  der  Form  p^—l   zerlegen 
lassen. 

Factorenfolgen  von  der  Form 

OD  «"• 

Terschwinden;  denn  es  ist 
Da  nnn  das  erstere  Product 

/7,   «-  5,    =  OD 

ist,    80  mnss  das  zweite  der  Null   gleich   sein,    damit  das   Product 
beider  eine  endliche  Zahl  Sm\^\  ergiebt. 


4. 

Die  bannonischen  Reihen  gerader  Ordnung  mit  Z  eichen - 
fQl^e  nnd  jene  ungerader  mit  Zeichen  Wechsel  sind  genau 
saminirbar  und  zwar  ist  wie  bekannt  : 

^^"  ^  (2n) ! 

lUld 

TT  _^W^ 

*^2«  1 1  «   22H4  2(2w) ! 

worin  B2h-\  nnd  li^  die  Bcrnoulli'schen,  bzhw.  £uler*8chcn  Zahlen 
sind.  I>>^  Gleichstellung  mit  den  gleichwertigen  Factorenfolgen  er- 
giebt: 

2ti 


2h  »1 

"* "  2  K  -i:^l  ^  -TTTTT-.— 77.7.  «) 
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neue  Ausdrücke  für  die  Transcondentc  tt,  in  welchen  sie  durch  eine 
unendliche  Folge  von  algebraischen  Functionen  der  aufeinander  fol- 
genden Primzahlen  dargestellt  erscheint. 

Bei  unendlich  wachsendem  n  nähern  sich  beide  FactorenfolgeB 

2n  2t}  fl 

in  Nr.  7)  und  8)  der  Einheit,  ebenso  V2  und  V2,  folglich  ist  dann 

2n      

2n\\ 

n^2yuA/^'  ,0) 

f    A2II 

und  durch  Gleichsetzung  beider  Grenzwerte  ergiebt  sich: 

lim  E2u  =-  lim  42»'f  >  //o«-!  11) 


5. 

Durch  die  in  der  Formel  Nr.  2)  zum  Ausdruck  gebrachte  Ent- 
wicklung wird  die  Potenzirung  und  Kadicirung  der  harmonischea 
Reihen  ermöglicht;  deren  Cocfficiouten-Bildungsgesefz  ein  leicht 
erkennbares  ist.    Es  ist  nämlich 


■?[-(r)'.+(7)i--] 


(-;)  (7)  (T)  •• 


(«,  j3,  y  .  .  .  =0,  1,  2,  3  .  .  .oc) 


12) 


Indem  für  a,  h,  c  ,  .  .  alle  möglichen  Primzahlen  und  für  die  Ex- 
ponenten a,  /3,  y  .  .  .  alle  Werte  von  0  bis  00  gedacht  werden,  ent- 
steht wieder  eine  Potenzreihe,  da  die  nten  Potenzen  der  natürlichen 
Zahlen  zu  Nennern  werden;  die  Zähler  hangen  von  r  and  den  Prim- 
zahlen-Exponenten a,  /?,  y  .  .  .  in  der  gegebenen  Weise  ab.  Dem- 
gemäss  kann  auch  geschrieben  werden: 


(7)  (7)  (;)■•■ 


,v  =  2: -'— '-^ -"-f-^  »' -^  13) 


,  .1  *" 
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WO  er,  /S,  7   ...    wieder  die  Exponenten  der  sämtlichen   in  ::  auf- 
gehenden Primzahlen  bedeuten. 

Werden  die  Glieder  mit  demselben  Zähler  zu  Gruppen  vereinigt, 
ao  werden  dieselben  offenbar  nur  symmctriselie  Functionen  der  re- 
dprokcn  nten  Potenzen  der  Primzahlen  derselben  Ordnung 
omfaAScn,  welche  sich  wie  bekannt  stets  durch  die  Summe  von 
Potenzen  der  Wurzeln  ausdrücken  lassen.    Werden  letztere 


2-"^  3-"^  5""^  7»""^  11»»"^  •  •  '  "p^^P 


m  ^  ^'" 


[:,  SO  geht  daraus  hervor,  dass  jede  Potenz  einer  harmonischen 
Reihe  durch  die  Potenzreilien  S  der  sämtlichen  Primzahlen  aus- 
druckbar  ist.    Bezeichne  [o,  /^^  /  .  .  •]   die  symmetrische    Function 

S.r  «  l+c,[l]+{c,[2j  +  V[l,  ll}  +  h|3]  +  VP,  1] 

das  3te  Glied  besteht  ans  den  s&mtlichcu  symmetrischen  Functionen 
der  3ten  Ordnung  und  ist  zunächst: 

[1]-®«,     [2]  =  S2h,     [1,  1]  =  iS„*-^£2», 

[2,  13  =  laUi]-l3],   11,  1,  1]  =  .Ui?-i[2][iJ  +  U:JJ 

etc.,  ferner 

'»•  -  -  (T)  (T>  ^»"  =  +^' 

etc.,   somit: 

-f2S3«)+  .  .  .  13') 

Unter  den  reellen  und  complexen  Werten,  welche  r  annehmen  kann, 
ist  vor  Allem  r  —  —  1  erwähnenswert 

00^   (— l)a+^fyf... 


C,  «  r,      Cs 


Ä.        F-aV       PV      r=l 
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i__ii__ii 1 L  I  L  j.  J L 

—  1       a»*       3»»  "•   4»»      5"  *   6«       7"       8»  ■"  9»  '    10*       11" 
1111 

fÜH    I    iTii    \     IM»  H  •    •   •  **' 


12«       13"  f^U"^  15' 

die  Reihe  ist  eine  einfache  Potenzreihe,  sämtliche  Coofficienten  sind 
»  1  und  jedes  Glied  bekommt  das  positive  oder  negative  Vorzeichen, 
jenachdem  die  Summe  der  Exponenten  der  im  Nenner  %  anfgehenden 
Primzahlen  gerade  oder  ungerade  ist.  Durch  die  Primzahlen- 
Reihen  @  ausgedrückt,  schreibt  sich 

^=1-[1]+|[21+[1,  l]}-i[:^]  +  [2,  1]  +  [1,  1,  1JI4--  .  .  . 

Zahlentheoretisches  Interesse  bietet  die  Annahme  r  =  2. 

Wie  vom  Verfasser   in  seinem  Artikel    „üobcr  eine  besondere 
Art  von  Reihen"   (s.  Archiv  d.  Math.  u.  Ph.  2.  Reihe,  T.  VII.  pag. 

CO        Ar 

392.  1889)  bewiesen  wurde,  entsteht  eine  Reihe  2.*  ~,    in    welcher 

der  Coefficient  A«  gleich  der  Anzahl  der  Teiler  der  Zahl  z  ist. 

Die  Coefficienten  der  höhern  Potenzen  von  Sn  hangen  ebenfalls 
mit  den  Teilern  zusammen,  nur  in  einer  verwickeiteren  Art. 

Die  Coefficienten  von  aS„2  sind  identisch  mit  denen  der  Lambert- 
schen  Reihe 

OD         ir»*  00 

L{x)  =.    £    ——^  2^;„x»,     <r2  <  1 

dies  lässt  sich  deutlich  erkennen,  wenn 

Sn   =  p,  'S»,,  +  -^-  *%-\-  ^tSn-f-  ... 

gesetzt,  und  nach  ausgeführter  Multiplication  gleiche  Potenzen  za- 
sammen  gezogen  werden:  es  ist  derselbe  Vorgang  der  aus  JS  -— 


w=.ll— X" 


00 


die  Reihe  £  Xnx**  entstehen  lässt. 
11=1 


Diese    Identität  ermöglicht   die  independente    Darstellung    der 
Coefficienten  von 

,  1     I        -      I        U      I 
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Die  ntadichen  Coefficienten  ma&sen  ja  auch  bei  dor  Anwendung 
ta  Mac  Laiirm*8cheD  Satzes  anf  Hx)  hervorgehen ;  es  wird 

l^(d;vL(xn        _  1    f  ^  rf"  /     x^    \\ 
^       ii!\   €/«"  )  «=o  ""«!(«  «ix»*  VI*"— «'"/)j=o 

Mii.  Im  allgemeinen  ist  der  Differentialqnotient  einer  Reihe  nicht 
Mtwemüg  der  Summe  der  Differentialquotienten  der  einzelnen  Glieder 
iMeh;  fikr  den  speciellen  Wert  x  =  0  hat  jedoch  obiger  Ansatz 
teile  Biehtigkeit. 

Nun  ist  der  nte  Differentialquotient  irgend  eines  Gliedes 
giddi 

m(»i— l)   ...  (m  — n-[-l)a^""~" '=--*  w!  (     Jx*"-»* 

*P  NallwMl  daher  ■=»  w!  oder  -»-  0,  jenachdem  n  ein  Vielfaches  von 
•ist  oder  nicht. 

Um  dies  durch  eine  Formel  wiedergeben  zu  können,  muss  ein 
'^^tcontinuitätsfactor  gefunden  werden,  welcher  gleich  der  Einheit 
*^ii  n  ein  Vielfaches  von  m  ist ,  sonst  aber  verschwindet.  Ein 
•oteher  Factor  ist  aber 


(  n+m-1 ) 


^^     aas  Symbol 


m-fn— 1  '     .         «     ^     .     j        D       u^  n+w 
die  grösste  in  dem  Bruche 


»th^^iiQ  ganze  Zahl  bezeichnet. 
Denn  es  ist  fSlr  ein  n  »  A^ 


I        I  n+km  —  l  \mk\ 

V"    i m  7=^      m/J-"^ 


"^^^egen  fftr  ein  kleineres  «,  etwa  =  «i/r  — fi,  (fi  <  w) 


(mXr— ^  \ 

m    ! — ' in.     -,/=.0 
I                m  |/ 


m 


-|-  »/» A;  —  ft  —  1 


ni 


^^  ^  da  der  grösste  Wert  den  ^  annehmen  kann ,   m  —  l    und  der 

^v«k.  i.  Matk.  «.  Plij».    2.  R«ili«,  T.  IX.  *^ 
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wenn  d  nnd  e  Primzahlen  von  der  Form  4ib-f-3  bshw.  ik-^-l  vor- 
stellen; nun  ist 


nnd 


daher 
logC7„«2;|-+,^^+^^+...--+^^-^^+..  .J 

somit 

log  f^H  -  y  +  -^  +  -3-  +  -|-  +  .  .  .  20) 

wenn 

3m  r  5«       7n       11»»*        •  •  •   r  »        31  •  •  •        **«• 

und 


gesetzt  wird. 


©2.-2^-  ©2«' 


Da  ®n'  <C  ^«1)  so  convergiren  die  Potenzreihen  der  Primzahlen 

©n  und  Um,  mit  Ausnahme  von 

welches  divergirt. 

Die  Reihensummen  ©«  mit  geradem  Ordnungszeiger  sind  von 
Euler  bis  zu  ©^^  — *  0 '  ^^14551  auf  15  Decimalstellen  genau  berechnet 
worden,  ohne  hiefUr  jedoch  eine  Formel  aufgestellt  zu  haben:  Eine 
solche  kann  auf  folgende  Art  gefunden  werden. 

Sei  Cm  eine  Combination  ohne  Wiederholung  der  mten  Clasae 
von  Primzahlen  (mit  Ausschluss  der  Einheit),  und  wird  aus  der 
Gricichung  19) 

lOgSn  •=-  Y  +  -T^-  +  -3-    +   •   •   • 

ein  System  auf  die  Weise  gebildet,  dass  für  n  nach  und  nach  alle 
mit  m  multiplicirten  Gombinationeu  C^  gesetzt,  sodann  von  logiSM 

jene  mit multiplicirten    logiSc2iii-i    subtrabirt,   und  die   mit 

—  (m  —  1,  2,  3  . ..)  multiplicirten  log Scim  addirt  werden,  so  heben 

C2m 
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•leb  alle  @  bis  aaf  ©n,  welches  dann  dem  lognat.  einer  nncndlichen 
jedoch  convergenten  Factorenfolge  gleich  wird ;  denn  es  ist 

log&        -  -i-  +  -2-+-3-+  -r+-5-+  -6"  +     •  • 

t,      e  ®3»  S4n  ®6h 


— llogiSb.      — 


2  4  6 

3  ""6 


+  2^3 log S2,3.n  —  "J"  "6" 


+ 


^ogll    n(Ä.c«.)    ^'"     -®H  21) 

ond 

(-1)"' 

iogn/7(rHC«)  """    =©h-5,.--®h'  21') 

0  ^ 

^^  sich  das  kleinere  erste  Prodnctzeichen  17  auf  alle  Combinationen 
filier  and  derselben  Classe  ohne  Wiederholung  der  sämtlichcu  Prim- 
'AhleD,  das  zweite  auf  die  Combinationsclasse  m  bezieht,  wobei 
^  "*^  1  zu  setzen  ist  Dass  wirklich  jedes  einem  Cm  <  1  ent- 
'Precliende  ©nCm  verschwinden  muss,  geht  aus  der  Form  jener  Zahl 
®*^or,  welche  anzeigt,  wie  oft  ©mCw»  im  obigen  Systeme  erscheint; 
^©Belbe  ist  aber  gleich 

>-(r)+(")-(3)+---=»-'>-» 

^    jedes  m. 

In  der  Gleichung  Nr.  20,  anwendbar  für  jedes  n  >>  1 ,    »  —  2r 

(27t)^r  Cm  BzrCm-^l 


^^^tzt,  femer  berücksichtigt,  dass  die  Anzahl  der  Combinationen 
r^K^rader  Glassenanzahl  um  1  grösser  als  jene  von  gerader  sind, 
_  ^  Potenzen  von  2n  herausfallen;  dass  weiters  der  Exponent  der 
ymmeogezogenen  Potenzen  von  2  gleichkommt: 
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S^  -  1,017  3431  . . . ,   5,0  =  1,000  9945  . . . 

J_      1^ 
5,, -1,000  2461  ...,   log  ^il:»lM_LÄlL5lM  <0«1 

^l-3-5)  2.3.5 

©,  =  1.45225    (/<0«^5) 
direct  berechnet  wären  66  Reihenglieder  erforderlich  gewesen. 

Die  Primzahlenrciben  11  lassen  sich  in  ganz  ähnlicher  Weise  wie 
die  ®  darch  die  Summen  T  und  U  darstellen. 

Aus  Nr.  20)  folgt  unmittelbar  die  Relation : 

,  Uh  Uh     ,      ll3H     ,       llöH     , 

,og-__    _  +  _-  +  -^.+  ...  23) 

mittelst  welcher  wieder  ein  ähnliches  Glcichnngs-Systcm  aufgebaut 
werden  kann,   wie  jenes,   welches  zu  den  Gleichungen  Nr.  21)   und 
Nr.  21')  fbhrte,  nur  dürfen  für  n  nur  Gombinationon  em'  der  un- 
geraden Primzahlen  und  ebensolche  Coefficienten     -,    eingeführt 
werden.    Es  ist: 

n.  =  iogn  n  [-^^l  "^'  24) 

Bei  ungeradem  n  sind  die  ^m  summirbar: 

t^r+l  —  2ar+2(2r)! 

BämÜichc  Potenzen  von  t  fallen  aus,  und  ist  dann: 

«         1      Tt     rr   i_JL_       l/(2nc«,-l)I     i;„c«'-l)> 

(»  =  2r+l). 


8. 
Wenn  in  logiS;  ein  complexes 

voraatgeietzt  wird,  so  ist,  weil  dann 
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S  COS  (^  log  a)  ^  Siu(6l0g») 

SO  geordnet  werden,  dass  alle  ein  und  dasselbe  q  enthaltende  Glieder 
eine  Gmppe 

^  coB(Mog9*0    .  .         ^  sin  (& logg") 

«=1         ^"  '   11=1         9^ 

Inlden,  so  kann  jede  derselben  mit  Benutzung  der  Formeln 

I     •        ^1  rCOSy  —  r* 

«nd 

I    t  •  n     I  rsiny 

r..Dv  +  r»8in2v+  ...  -  i_2,co8y-f7« 

aammirt  werden. 

Es  ergiebt  sich: 

^  C08(^l0gg)  ^  ^    C08(6l0g^")  ^     ^^C08(n&l0gg) 

.=1  *•  ""     9  M=l  3-""  ""      "      g  (9-)" 

^     j       g<»C08(^>l0g^)  — 1) 

"■    ,  2*» -2//«cos(61og5)-f-l 
vnd 

•^    sin(&log<)        ^     »siiMMogq»*)  »   sin  (n6 log «7) 

^    ^  5«  sin  (Ä  log  «z) 


,    i^  —  2ff(^0%{b\0gq)-{'l 


Diese  Ergebnisse  in  die  Formeln  Nr.  26)  nnd  Nr.  27)  eingesetzt, 
Alliren  xo  den  Beziehungen: 

r  -        q«co8(61ogg)— 1      ]»  .   r  «         ö*» siuCMogr/) ]« 

L    t  3»«-2g«cos(*log3)+iJ  ■*■[  ,  r^- 2g« 008(6 log(/)+"lJ 


.2a 


"■  1^2  /»»'•-2/>«cos"(&logj))  +  1  ^^^ 

q<»sin(61og<y) 
trctg(       g*'-2q^cos(&log7)+l 

«.  5*»COS(Älog5f) 


j*'  —  2^  cos  (i»log7)  + 1 

^=2        ^\p*»— COS(Alogp)/      ^      "^     ' 

Ans  log  Un  werden  anter  Voranssetzong  eines  complexen  n  in 
fthnlicher  Weise  folgende  Relationen  abgeleitet: 
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+  1  V    r         »+» 


2    cos  (b  log»)  I   ,   If  /    J^   2    sin  (»log«) 

*^  J  I-  13.5  *^ 

&p2a 

l+(-l)    2    2p«co8(6log|>)+pa» 

Z   (-1)   2    !in(Mog.) 

arctg^-H:5 ^2 

-  ,     .  '  2    cosCMog«)' 

1.8.5  ^ 


P+1 

(— 1)    2    8in(^logp) 


^ 


J^arctgl  -^^ ^JT J    «  >  1  31) 

'"'  \p<»  +  (— l)"T~C08(ilOgp)/ 

H-1  «+J 

2    cog(61og»)  _  5;.__,v    2         g«cog(ftlogg)  +  l 
''^"^^  »»         ~7^      '         «*'+2a«co8(*logp)+l 


+  1  «+1 


^(_1)    2    8in(^^    ^^_jj 


g«  sin  (6  logg) 


«"  g;  g^  +  2g«  cos  (6  logg) +  1 

g«C08(&l0gg)  + 


[  x(-i)  ^ 

_u      Tr_n    2  g^8iD(61ogg)  I 

"^  L    ^        '  fl*'+2</«C08  (ilOKtf)  +  iJ 


5*'+23«co8  (61ogg)  + 
=  n niT^^ 38) 

|>=3  P+1 

p2«+(— 1)    2      VC08(*l0gP)+l 

g+1 

s,_..    2 g«8in(61ogg) 

^        ^^  ff^  +  2a<'C08(ftl0gg)  +  l' 

2  g«cog(61ogg)+l 

^  52o_j:2ga  cos (*  log«)  +  1 
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0 

dio  Anzahl  der  Teiler  von  e, 

die  Summe  der  Teiler, 

das  Product  der  Exponenten  der  in  einer  Zahl  aa^ehen- 
den  Primzahlen  a.  8.  w. 

Ist  ^(z)  eine  derartige  Function,  so  erfüllt  auch  l^(*y]^^9  sowie 
auch  jede  Combination  mit  oder  ohne  Wiederholung  von  Func- 
tionen fif{z)  und  -TT-v  die  obige  Bedingung. 

Aile  die  eingangs  gemachten  Schlüsse  gelten  nun  auch  ffkr  die 
Reihe    ^tp(z)y  d.  h.  es  wird 

it(;(«)  =  Z^ia^.bß.cy  ...)  '^Jl  (  S:  *(|>")^  37) 

gesetzt  werden  können. 

Mittelst  dieser  Umgestaltung  und  einer  nachfolgenden  logarith- 
mischen Behandlung  gelingt  es  meist  genannte  Reihen,  deren  GUedflr 
unstetiger  Natur  sind  in  andre  umzuformen,  die  in  flbersichüicfccr 
Weise  aus  den  Potenzreihen  der  reciproken  Primzahlen  gebildet  siad, 
und  deren  Terme  sich  independent  bestimmen  lassen. 

Bemerkenswerte  Beispiele  von  Reihen  dieser  Art  sind  folgeoda 

a.  v'(^)  *"  ^7^»  d*  i*  die  reciproke  Anzahl  der  zu  z  relattven 
Primzahlen  <  z  mit  Einschluss  der  Einheit 

^-rT=  ^  fiH — 7-^+-^T.+  •••l 

«  fi  [i  +  -^-  +  --J-_+— J— -+..1 

log  i"  -4^  =    -2  log  [l  +  7-  --TV«1 

1  /■  1  N2«   1  , /2.»\_i L^'^'"+^^  — *- 


J 
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■i  —  1,   3,   3  .  .  .  gesetzt,  die  erhaltenen  Reihen  addirt  nnd  nach 
den  Potenzen  von  p  geordnet  giebt: 

+(©-i(J)+i)^+-|-.!.'"^ 


daher 


*-  =C-l)^2(«-2)+3C-3)  -+•  •  • 

S-^r   -    •     '  38) 

b.      ^^{»)  —    ^z~^T\^  wnter  ^(2)  die  Summe  der  Teiler  von 
c  jemanden. 

Die  grOssten  Werte   besitzen   hier   die    den   Primzahlen   ent- 
qiteehenden  Glieder,  also 

^      J^      J_      J_  1 ,       1 

2.3+3.4+5.6+7.8+11.12+13.14+  •  •  •  <  ®« 

daher  ist  obige  Reihe  <  S^  somit  convergent. 

%._? ff  [i  ■_   y-^     I     y-^ I     Pni ■      I 

T  »^w     /i2  L  +p(  p*- 1")  +  i>"(p'  -1)  "^  p*  (p*- 1)  +  •  •  *J 

nnter    ^  ('  }  di(^  Lambert'sche  Reihe  verstanden. 

Da    £  —äT\  einen  endlichen,  Tip  einen  unendlich  grossen  Wert 
bat,  moss^  notwendig 


l  Ki)  -  M = 0  •""■ 


r 

i 


c.  Die  Reihe  der  reciproken  Productc  aus  den  nten  Potenzen 
der  natarlichen  Zahlen  in  das  Product  der  Exponenten  Eu  der  in 
denselben  enthaltenen  Primzahlen  ist  eine  convergeute  Reihe,  wenn 

1  ist 
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^cosJMogp) 


femer 


in  (h log 2)      ^ .    r  «  sin(&logy)] 


r«  cosjMog«)]*      r     8in(Mog2)l*_     cos (^ log y) 

L       PW^    J  ■*"  L       P(^)^  J  ~"         ;>«" 

arctg Pi!)l_  Bin(Mogp) 

•*          C08(^>l0gg)  p« 
p(i)z« 

Wenn    a^l    ist,    so  sind  sämtliche  hier  vorkommeude   Reihen 
convergent. 
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XVI. 

Die  vierte  Bechenstufe« 

Anszug  aus  der  Programmarbeit  des  Friedrichs-Gymiiasiama  xa 

Berlin,  Ostern  1390. 

Von 

Enil  Schulze. 


Am  Schlass  der  Einleitang  meines  Aufsatzes  ^die  vierte  Rechen- 
Stufe'',  welchen  ich  in  Teil  III.  der  2.  Reihe  dieser  Zeitschrift  ver- 
öffentlicht habe,  sprach  ich  die  Absicht  ans,  eine  Fortsetzung  folgen 
zu  lassen.  Lange  Zeit  habe  ich  mein  Vorhaben  unansgefQhrt  ge- 
lassen, weil  ich  zu  der  Ueberzeugung  gelangt  bin,  dass  die  Einfahrnng 
der  3.,  4„  5.,  .  .  .  n  Rechenstufo  überflüssig  ist.  Die  Beachtung  je- 
doch, welche  mein  Aufsatz  von  verschiedenen  Seiten  gefunden  hat 
(z.  B.  Fortschritte  der  Math.  Jahrgang  1886)  und  den  Beweis  liefert, 
dass  die  Mathematiker  der  4.  Rechenstufe  Interesse  entgegen  bringen, 
haben  mich  veranlasst,  die  Frage,  ob  die  Einführung  der  4.  Rechen- 
stufe notwendig  ist  oder  nicht,  noch  einmal  in  der  oben  genannten 
Programmarbeit  zu  behandeln.  Weil  dieselbe  als  Fortsetzung  meines 
ersten  Aufsatzes  aufgefasst  werden  kann,  sei  es  mir  gestattet,  einen 
kurzen  Auszug  daraus  an  dieser  Stelle  zu  liefern. 

Weierstrass  hat  zuerst  den  Gedanken  ausgesprochen,  dass  es 
sich  bis  jetzt  nicht  als  notwendig  herausgestellt  hat,  ausser  Addition 
und  Multiplication  nebst  ihren  Umkohrungen  noch  andere  Grund- 
operationen anzunehmen  (vgl.  Kossack,  d.  Elem.  d.  Arith.  S.  29). 
Zunächst  mag  festgestellt  werden,  was  man  unter  einer  Grund- 
opcration  zu  verstehen  hat:  „Eine  Operation  soll  in  dem  Falle  eine 
Grundoperation  genannt  werden,  wenn  sie  durch  neue  Zahlengebilde 
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(z  (z 

(z  {z  (z 

z    mm^z       z     '^H       M  ig  mal  gesetzt)  —  #« 

—  9 

Ist  9z  -B  z,  80  bezeichnet  er  die  UmkehniDg  durch  z  =  ZV- 

Die  FnnctioQ  z  ^  fz.  Der  Definition  gemäss  ist g  eine  ganze 
positive  Zahl,  während  z  als  complex  vorausgesetzt  werdeo  darf. 
Die  einzige  Formel,  welche  existirt,  ist 

{9-^z 

9  z  *^  z 

Eingehender  wird  nur  der  Fall  behandelt,  wo  reelle  positiTe  Werte 
der  Variablen  zugelassen  werden.  Zunächst  lässt  sich  die  Richtig- 
keit folgender  Ungleichungen  mQhelos  beweisen: 

Die  Curve  Z ^H  beginnt  far  «  =  0  entweder  im  Punkte  1  oder  im 
Punkte  0,  je  nachdem  g  gerade  oder  ungerade  ist,  denn  es  ist 

lim  2y2  —  1,        lim  «r+ijj  —  0 

sie  muss  daher,  weil  für  z  »  1  auch  Z  »  1  ist ,  bei  geradem  g  ein 
Minimum  besitzen.    Es  wird  gezeigt,  dass  dieses  Minimum,  wie  gross 

auch  g  sei,    nicht  unter  die  Grösse  -  sinken  kann;  sind  z^^  ^«i.-.say 

die  Werte  von  z,  die  den  Minimis  entsprechen,  so  finden  die  Un- 
gleichungen statt: 

1 
t 

{^^    -  Min  ««  >  Min  *;8  >  .  .  .  >  Min  2y«  >  .  .  .  >  ^ 

(2) 
-         —         «»  >         «4  >  .  . .  >  «»y         '^  *  * '  '^  W 

Die  Function  9%  lasst  sich  in  eine  nach  Potenzen  von  cd = log« 
fortschreitende  fUr  jeden  endlichen  Wert  von  z  absolut  convergente 
Reihe  entwickeln,  und  zwar  haben  die  ersten  ^-("1  Goefficienten  der 
Reihe 
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sehr  einfache  Ton  g  unabhängige  Werte,  nämlich 


«^z  — 


/l 


während  die  Coefißcienten  %,yf9,   og,g^2,  •.•    von  g  abhängig  sind 
Die  Goefficienten  einiger  Reihen  habe  ich  berechnet  und  gefunden 

^z  =  l+«+0,5««+0,167a)»+0,042a)*  +  0,rX)8a)*+0,001cü«  + 
«,  _  l  +  i»4.1,5cö»+l,667a)8  +  l,708a)*  +  l,633a>*+  1,468<««  + 
3»  =  l-fö  +  l,5o)»+2,667c«»+4,2'j8a)^+6,3  a)*+9,177aiß  + 
4,  _  l+ai  +  l,5c»»  +  2,667a>»  +  5,2.^8a)*+9,4  w*  + 1 7,843c^/ + 
**  —  l  +  a+l,5a,«+2,667c.i«+5,2j8«*+lO,4  0)5  +  22,343««  + 
e,  _  l  +  a>+l,5cü»+2,667ö>3  +  5,208a)'-  +  l'\4  ü)6  + 23,343 (ö«  + 


W&hlt  man 

beispielsweise  oo-« 

±0,1 

,  so  ist  hiernach 

stellen) 

»«  =  1,105  1710 

'z  -  0,904  8374 

««-  1,1168554 

h  =  0,912  6992 

»««  1,1181612 

ö«  — 0,912  7686 

*«  —  1,118  3031 

h  «  0,912  7692 

*«  — 1,1183194 

h  -  0,912  7692 

•»  -  1,118  3212 

^z  =  0,912  7693 

h=^  1,118  3214 

^z  -  0,912  7753 

»Ä-  1,118  3214 

h  =  0,913  4892 

(3) 


Die  Function  "x  —  lim  iz     Eiscusteiu,  welcher  sich  in  einem 
kittinen  Aufsatz  (Grelle  Bd.  28.)  mit  der  unendlich  laugen  Kette 


(« 


OD 


beschäftigt  hat,  setzt 


and  nimmt,   ohne  einen  Beweis  für  nötig  zu  halten,  an,   dass  für 
1  >  «  >  0  «y  —  y  ist,  so  dass,  wenn  /(«)  —  y  die  Umkehrung  der 

2l» 
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FoDction  z^  y^  bedeutet,  die  Fanctionen  "2  —  y  and  /(•)  »  y  im 
Intervall  1  >  2  >  0  als  identisch  hingestellt  werden.  Ein  Blick  je- 
doch auf  die  Gleichungen  (3)  legt  die  Yermutang  nahe,  dass  gg  anch 
für  Werte  von  2,  die  grösser  als  1  sind,  für  wachsende  g  einer 
Grenze  zustreben  werde,  während  andererseits  für  kleine  Werte  von 
z  2y+U  wenig  von  null  verschieden  ist,  ^fz  dagegen  den  Un- 
gleichungen (2)  gemäss  nicht  unter  die  Grösse  -   sinken  kann,   wie 

gross  auch  y  sei,  so  dass  für  kleine  Werte  von  z  die  Function  fz 
bei  wachsendem  g  sich  keiner  bestimmten  Grenze  nähert.  Die  Be- 
hauptung Eisenstein's  muss  in  der  Tat  dahin  berichtigt  werden,  dass 
die  Identität  der  Functionen  ^z  ^  y  und  f{z)  ^  y  nicht  im  Inter- 

1 

vall  1  >  «  >  0,  sondern  im  Intervall  e  ^  »  «  (-)  statt  hat  Um 
die  Richtigkeit  dieses  Satzes  zu  beweisen,  werden  die  Ungleichongen 

1 
y>«z>  /^  für    /  i  «  i  1 


abgeleitet  und  gezeigt,  dass 


für 


(^1  ^ '  ^ 


lim  og  «-  1,        lim  ßg  =  1 
ist.    Von  der  Reihe 
^.  -  1  +  j5  CO  +  |j««+|j «,»+...  ^^^^^ 

ist  bewiesen,  dass  sie  für  jeden  endlichen  Wert  von  z  und  g  absolut 
convergirt.  Jetzt  wird  gezeigt,  dass  die  Reihenentwickelung  unter 
der  Convergenzbedingung 

1  _  1 

€  >        >  ~e 


auch  für  über  alle  Grenzen  wachsende  Werte  von  g  Gültigkeit  be- 
hält, d.  h.  dass 
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.._.+^.+i;..+...w^„+...(y^^+... 

0 

Die   Function   z^Z-^,     Setzt   man    W=z\ogZ^   so  wird 
nachgewiesen,  dass  die  Reihen 

ZV  —  ^0.O+Ag,iW+Ag,2W*+   .  .  .   Ag,gW9+   .  .  .    Ag,kW^  +   .  .  . 

:ZV  =  Ak.o+Ak,\W+Ak,2W^+  .  ..  Ak,gW9+  ..  .  ^A,nTy»+  .  .. 

ZV  —  ilo+^i^+^t^^'*+  ••  •  AgW9+  ...  ^*>V*4-  ..  . 

in  den  ersten  ^4*^  Gliedern  (g  <,h  Torausgesetzt)  übereinstimmen, 
ein  £rgebniss,  ganz  analog  denjenigen,  welches  bei  Untersuchung  der 
Reihen  « 

'm  =  <v,o+a^.iCD  +  ay,2Cö*+  •  •  •  af.^«'+  •  •  •  <»^,»ö>*+  •  •  • 
*a  —  ak,0'{-ak,iG)-\-ah,2tu*  +  •  •  •  a*,^  +  •  •  •  flA,»w*+  .  •  . 
*«  —  aQ'\'<iiiD'^af<o^-\-  .  .  .  ag<ß*ff'\-'  .  .  .  a*co*-f-  .  .  . 

gefunden  worden  ist.  Auch  hier  habe  ich  die  Coefficienten  einiger 
Reihen  berechnet  und  gefunden: 

^V  -  1+  ir+0,5  H^«+0,167  JF»-fO,042 IV^+OfiOS ^^»+0,001  PF«+... 
;^V  =  1+ W^-0,5  JF«+0,667  TT»— 1,125  Fr*+2,133  W^  -  4,340 H^«+... 
:ZV  =  l+ir-0,5TK«—0,333Tl^»+l,37öB'*— 1,533^^6-0,965  fF«+... 
;ZV'  =1+TK— 0,5FK«  -0,333>r3+0,375PF*— 0,967  TK*— 1,632  iy«+... 
ZV  —  1+  fr— 0,5  ly  «-0,333  Ty»-fO,375  W*  -0,033  TK*-|-0,868  W^+.., 
ZV  -  1+TV-0,5R^«— 0,333  IF »+0,375  Tr*-0,033fK 6 -0,132  FF 6 +... 

Beispielsweise  ist  für  IT  —  ±  0,1  (auf  7  Decmstellen) 

1  » 

1,1051 710)/  =  1 ,1051 710  0,9048  374y  =  0,9048  374 

1,1051 710y  -  1,0955  712  0,9048374y  -  0,8954  851 

1,1051 7l0y  —  1,0947  879  0,9048374y,-  0,8953720 


1,1051 710y  =  1 ,0947 1 23  0,9048  374V.  —  0,8953  710 

1,1061 7101^  —  1,0947048  0,9048  374y  -  0,8953595 


1,1051 710y  -  1,0947  038  0,9048  374^  -  0,8941 951 
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Die  letzte  Gleichong  Ton  der  Summe  der  2  Torigon  abgeiogen,  gibt: 

2(t«A«+iV)— /m«  =  V-'f»' 
Die  Linke  ist  unabhftDgig  Ton  g\  setzt  man  /  dafür,  so  wird 

i  aof  beiden  Seiten  sind  Gegenkanten  des  Tetraeders  khgf. 


Dritte  Eigenschaft:  „In  jedem  Gronztetraeder  haben  die  3  Pare 
,▼  on  Gegenkanten  gleiche  Quadratsumme/^ 


IL 

El  würde  sich  leicht  beweisen  lassen,  dass  aus  dieser  dritten 
Eigenschaft  eines  Tetraeders  folgt,  dass  sich  seine  Höhen  in  einem 
Punkte  schneiden;  doch  will  ich,  um  Wiederhol angen  zu  meiden,  erst 
den  nicht  so  einfachen  Beweis  ftir  das  allgemeine  Plasma  führen. 

Die  (n4-l)te  Ecke  sei  jetzt  Anfang  der  wie  Torhor  bezeichneten 
Goordinaten.  Es  bezeichne  jM  die  Unterdeterminante  zum  Element 
Af  iigend  einer  Determinante,  und  sei 


^  — 


Xf  Xj   .  .  .  Xn 

Viyt  •  •  •  y« 


nnd  für  beliebige  n  Grössen  Pu  Pt^  •  •  - 

'i  Pi+yiP9+  •  •    ==ai 
*iPi+ytPt+  " '  —  <zi 

■  •  • 

dann  gibt  die  Auflösung  des  Systems  nach  den  p: 

üJyi+Qt/yt'i-  ' ' .  anjyn  —  ^p% 


Die  Determiflianta  der  Coefficienten  ist,  als  adjungirte  zu  ^,  «—  A^-^ ; 
daher  gibt  die  Auflösung  nach  qm : 


330 
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jXi  JXf   ...  J-iriH-l  JXm-i'l   .  .  .  jXn  Pi 


Sei  pi  —  ar»— Ä"*;    p^  —  y»— y*;  .  . . 


—  ±J^''*qm 


(6) 


nnd  zwar  seien  m,  I;,  A  verschiedene  der  Zahlen  1,  2,  . . .  »;   dann 

wird 

Nun  ist 

Imk*  —  irm*  +  ym*+  .  .  .  +arjk»+y»*+  ...  —  2(Ar«»0rft+Sr»y»+  •  •  •) 

daher 


ebenso 


2(r„,irk+ymy»+  •  •  •)  —  ^n-l-l'+Wl'^^fc»»* 


nnd  nach  Subtraction  vermöge  der  vorausgesetzten  Eigenschaft  (5): 

folglich  verschwindet  die  linke  Seite  von  61.  (6).  Da  ir»,  ^k,  .  .  . 
den  Richtungscosinns  des  Ä;ten  Lotes  a»,  ^,  . .  .  proportionirt  siod« 
so  kann  man  das  Resultat  schreiben: 


^1*1  ...  *m-i  *iii+i  ...*•»   y»  — y*  —  0 


(7) 


'^ 


m; 


m 


Da  nnn  die  Gleichnngen  des  X;ten  Lotes 

«  —  ar»-f  ^o»;       y  —  y»+^*;  •  •  • 

sind,  mithin  in  Gl  (7)  für  die  Coordinaten  der  Ecken  die  von  Ponkten 
auf  den  da  beginnenden  Loten  gesetzt  werden   können,   so  ist  der 

Sinn  der  Gl.  (7): 


„Je  n  —  1  Höhenlote  eines  n  dehnigen  Plasmas  von  der 
„Eigenschaft  liegen  auf  einer  (n  —  1)  dehnung.' 


cc 


Vom  (fi-|-l)ten  Lote  sehen  wir  jetzt  ab.  Fielen  nun  zwei  jener 
(n  — 1)  dehnungen  zusammen,  so  enthielten  sie  alle  n  Lote,  d.  h., 
sofern  die  Ecken  1,  2,  ...  n  die  Seite  n-f-l  bestimmen,  die  Lote 
lägen  in  dieser  Seite  und  ihre  n  Basen  stünden  auf  ihr  senkrecht 
Dies  ist  unmöglich,   weil   sie  sich  in  der  Ecke  ii+l>  treffen  sollen. 


liucelUH.  :^1 

iich  ptnllel  können  nicht  zwei  jener  (n  -—  1)  dehnnngen  sein ,  weil 
m  geineinsame  Punkte  haben  Folglich  schneiden  sie  sich  in  einer 
(•—2)  dehnnng,  and  in  dieser  mössen  alle  gemeinsamen  Lote  liegen, 
deren  Anzahl  n— 2  ist    Es  hat  sich  ergeben: 

„Unter  den  n — 1  Loten,  welche  in  einer  (n— 1)  dehnuug  liegen, 
„liegen  je  n — 2  in  einer  (n — 2)  dehnnng.'^ 

Aach  Ton  diesen  (n  —  2)  dehnnngen  können  weder  2  znsammen- 
fülen  noch  parallel  sein,  sie  müssen  sich  in  einer  (u — 3)  dehnung 
sehneiden,  welche  die  n—S  gemeinsamen  Lote  euth&lt;  der  Beweis 
iit  ganz  entsprechend.    Man  hat  daher: 

„Unter  den  n  — 2  Loten,  welche  in  einer  (n  — 2)  dehnung  liegen, 
telegen  je  n  — 3  in  einer  (n— 3)  dehnung^';  und  so  fort,  endlich: 

„Unter  den  4  Loten,  welche  in  einem  Räume  liegen,  liegen  je 
^  in  einer  Ebene  und  schneiden  sich  in  einem  Punkte/^ 

Dies  kann  nur  stattfinden,  wenn  entweder  alle  3  Lote  in  einer 
Ebene  liegen  oder  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Im  erstem 
Ftlle  wttrden  die  Basen  der  3  Lote  auf  dieser  Ebeno  senkrecht 
itehen,  sich  also  nicht  in  einem  Punkte  treffen.  Schneiden  sich  aber 
J0  3  Lote  in  einem  Punkte,  so  schneiden  sich  alle  Lote  in  einem 
Ponkte. 

Die  dritte  Eigenschaft  (5)  ist  also  ausreichende  Bedingung,  unter 
der  alle  Höhenlote  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 


IIL 
Ist  II  —  3,  so  lautet  61.  (7) : 

c,   tf,  «t  — «1  . 

VQd  drflckt  sogleich  ans,  dass  die  Höhenlote  1  und  2  in  einer  Kbeno 
^^n,  woraus  dann  leicht  folgt,  dass  sie  sich  in  einem  Punkte 
Khneiden,  and  mit  Vertanschung  von  1,  2,  3,  4,  dass  alle  4  JiOU3 
*Kh  in  eioem  Punkte  schneiden.  Man  kann  nun  den  als  dritt^t 
Eigenschaft  aosgesprochenen  Satz  mit  Umkehrung  so  fassrtn: 

Die  Höbenlote  eines  Plasmas  schneiden  nu'h  in  einem  Punkte, 
^^BQ  alle  Grenztetraeder  diese  Eigenschaft  hr*sitzftn ,  und  hrtzterrs 
ist  der  Fall  bei  jedem  Höhenschnitt-PIasma. 
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Kt  Berflcksichtigaog  derselben  geht  die  FuDdameutalgleichung  der 
Arlometrie 

M 

2)  G  ^(v+  f  Slilz)d,a 

6 
Aber  io 

M 

0 

tu  welcher  es  ans  obliegt  Sl  zu  berechnen.    Zu  dem  Behufe  dilTon- 
tiren  wir  2*)  nach  z  and  erhalten 

0 

««lelie  Gleichung  sich  auch  darstellen  lässt  dnrch 

"         ^(»-'  -  iiShi 

nd  BD  unmittelbar  für  Sl  den  Wert  gibt 

GH 


«  Ä 


a(//-2) 


-2^« 


Gestalten  wir  die  Querschnitte  alle  kreisförmig,  so  haben  wir 
^  letxeo  Sl  —  x^n  und  erhalten  als  Gleichung  des  Meridians  jener 
BotitionsflAcbe,  welche  die  sogenannte  Spindel  des  Densimeters  formirt, 

«        .,«-.,  -  \/f§ 

^»  wie  Bum  sieht,  einer  gleichseitigen  Hyperbel  angehört,  welche 
^  «-Axe  und  die  zur  c-Axe  parallele  Gerade  z  ^  //  zu  AwympUjUiU 
^^  SdbttrersUodlich  kommt  nur  jener  Ast  dieser  Curre  zur  Gel- 
^,  der  TOB  Punkten  erfüllt  ist,  fOr  die  besteht  0  <  s  <  //.  Die 
^dd  ist  also  in  dem  Falle  nichts  anders  als  ein  Stack  eines 
»i*Pitien  Hyperboloids"*.  0 

Setzen  wir  in  der  auf  dzs  Quadrat  erhobenen  GieicLuag  5y  an  die 
^e  von  X  die  Zahl  4,  se  repriaentirt  die  so  eri^u^ne  Gieichubg 

1)  DitMT  wo!  Bxis  aügcaeifi  !»tkftsaec  NaaM  j«c.<7  F^'.ie« .  v»>.>t  ei^t 
S'^ichgtit.  Hjpcrbcl  bcs  der  Boumx  xa  «a«  ;li.'er  Aira^cxcs.  erxc.^^.  ^ 
^  Kftagdiita  ToricrP     6m  Sttki^c?  G*iJi«:;'#,   siterac  ;p»-^.'»&«i^  vvri«a    ;t 

^hiQüe,  L  IV.,  r«c.  US. 
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6)  ^^U^,)2^^ 

einen  (aus  zwei  gleichseitigen  Hyperbeln  bestehenden)  Haaptlftngf- 
schnitt  der  Spindel ,  deren  Querschnitte  (gegeben  durch  Sl  =  ix*) 
nunmehr  quadratisch  vorauszusetzen  sind.  Es  ist  klar,  dass  der 
zweite,  auf  dem  ersten  normale  Hauptlängsschnitt,  dem  die  Gleichang 

(^  Ff 

C*)  vHH-zY  -  -^-- 

zukommt,  congrueut  mit  dem  ersteren  ist. 

Schliesslich  sei  noch  eines  einfachen  Falles  gedacht  Es  werde 
nämlich  die  Spindel  cylindriscL  gebaut  vorausgesetzt,  so  zwar,  dass 
sämtliche  Querschnitte  Rechtecke  sind,  die  alle  eine  Dimension 
«  2a  haben,  und  man  somit  hat  Sl^  2a. 2x.  Tie  Leitlinie  wird 
daun  gegeben  sein  durch 

Sie  ist  also  die  bekannte  Parabel-Differentialcurve  und  hat,  wie  es 
in  der  Natur  der  Sache  liegt,  gleichfalls  z  =  H  und  a: «»  0  zu 
Asymptoten. 

Wenn  wir  in  3*)  setzen  G  ^  va,  «  —  0,  Ä  =»  Ä^»  ^^  erhalten 
wir  hieraus 

8)  V  —  SIqH 

eine  Formel,  die  uns  lehrt,  dass  das  Volumen  v  seiner  Orösie  nach 
nicht  willkürlich  ist  Dieser  Umstand  ist  bei  Herstellung  eines  der- 
artigen Instrumentes  wol  zu  erwägen,  worauf  wir  indes  nicht  mehr 
einzugehen  brauchen. 

Wien,  im  März  1889. 

Eduard  Janisch. 


3. 

Ein  Biseontinuit&tsfactor. 

Für  jedes  x  ist 

(1+*+ •••«"-•)" -(^y- 

x»P—  ^^V«(P-i)-j-  (^W-«)  -  . . .  +(-1)1' 
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dlcher  Amdrack  ftr  x  —  1  in  der  Form  0 : 0  erscheint ,  durch  p- 
laUgM  DÜarentiireii  des  Zählers  and  Nenners  aber  leicht  aosge- 
rertet  werden  kann.    Dadurch  findet  man: 

(1) 

-(T)-ÖCV)+®{V)-  -<-'K;) 

DieM  bemerkenswerte  Identität,  in  welcher  eine  Potenz  durch  Bino- 

mialeoefficienten  ansgedrflckt  erscheint,   kann  durch  Einführung  der 

FaenltUen-Coefficienten   C,  gebildet  aus  den  Elementen  1,  2,  .  .  . 

y-1,  leicht  umgestaltet  werden,    wenn  man  die  in  den  Biuomial- 

coeffidenten  entaltenen  Producte 

iip(«p— l)(wp— 2) . . . ,    nCp— l)(n(p— 1)  — 1) . . . ,    etc. 

Mch Potenzen  von  np,  n(p— 1),  etc.  entwickelt;  es  ist  dann 


"  Vljt*^''-  ^y  —  nip-DP'^C^ -(-l)P»(p-l)Cp-i] 

+  (2)  ["(P^)'-  ii(p^2)P-iC, —(—l)Pn(p-2)Cp-i] 

^\p-2)t"^""*^"^^«+ —  (-l)i'n.2Cp_i] 

^(p!l)["'     -«'-'    ^1+ -(-l)'n     Cp-i] 

^Mh  Terticalreihen  geordnet  und  die  gemeinschaftlichen  Potenzen 
▼OS  n  sowie  die  Facultäten-Coefficienten  herausgestellt,  ergicbt: 

•'pl-«F[pF-(P)(p_l)i.+g){p-2)i'-  .. .  -(-l)r(pf  j)] 

•-<-"'C-.)] 

+«>-«C,  Lf-'  -  (J)  (p -1)»-»+  (5)  (p-2)''-2  -  . . . 

:     ;  ;  : 

-(-i)»»(;,-i[,-(;)lp-i)+(2)(i— 2)  -  •• 
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Nach  einem  Satze  von  den  unbestimmten  Coefticienten  folgt  hiera 
dass 

h  V-  -  6)  "-"-+6)  "-^'"-  •■-<-'"  C-.)] 

—  1  oder  =  0  ist,    jenachdem    m  ^  p  oder  f»  <  p. 

Die  Bündigkeit  dieses  Schlusses  wird  durch  die  Bemerkung  erkan 
dass  der  vorstehende  Ausdruck  (2)  für  m  — 1>  in  den  von  Schlömi 
sobenannten  „Facultäten-Coefficient  mit  negativem  Exponent''  C^ 
übergeht,  welcher  für  einen  negativen  unt<?rn  Zeiger  (entspreche 
dem  Falle  m  ^  p)  verschwinden  muss. 

Brunn,  im  August  1890. 

Franz   Rogel. 
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Heber  die  Reflexion  und  Brechung  des  Lichtes 
an  der  Grenze  unkrystallinischer  Medien. 


Von 

Friedrich  Hermann  Weimer. 


Bei  der  Reflexion  und  Brechnng  des  Licbtcs   an   der   Grenze 
von  zwei  homogenen ,  ankrystallinischen,  vollkommen  dorchsichtigen 
Medien  handelt  es  sich  dämm,   für  das  ;reflcctirte  nnd  gebrochene 
Lieht   die    Fortpflanznngsrichtang,     Fortpflanzungsgeschwindigkeit, 
Wellenlänge,  Schwingnngsdaner,  Schwingungsamplitade  und  Schwin- 
gungsphase   als  Functionen  der   Bestimmnngsoleroente  des  einfallen- 
den Lichtes  und  gewisser,    Ton    der  Natur   der   beiden  Medien  ab- 
^S^S^  Constanten  anzugeben     Das  Gesetz  fQr  die  Fortpflanz ungv 
richtung  ist  bereits   seit  Snellius  und  Descartcs  vollständig  bekannt^ 
Kiinlcbst  experimentell  gefunden  und  dann  in  der  Emanations-  und  Un- 
dolationstheorie  begründet  worden.   Das  Gesetz,  welches  die  Gescbwin- 
^eiten  und  Wellenlängen  regelt,  bangt  eog  damit  zusammen.    Die 
^winguBgsdaner    bat   fflr    Licht   von    der^^rlben    Farbe    in    all^m 
Medien  denaelben  Wert.    Die  Amplituden  oder  die  Inten&itat^m  und 
die  Phasen  machten  hingegen  soviel  Bcb«ierigkeiU;n.   daM  man  vor 
Lunbert  nicht  einmal  experimenU;lle  VeniKhe   darüber  uxitA^r&ahm. 
Auch  Lamberts  Bemfihnngen  waren  vergebli/rfa.    Er%t  Fretn^i '/  uud 
^ts  sp&ter  F.  EL  Xeomann  *;  trzMx^n  auf  Orubd  dfr  loo  M^u 
^tdecfcten  Polariaalion  des  Licbü»  durch  hyU^jhMi*^   Gi>d  d'^  0^^ 
>^^  Aber  die  Intoferesz  yAuiiaUfü  LkhV:^    tMTTa»cibtn>d<;   ILr- 


1)  An.  4e  das.  «  4e  ^t  XLVL     1^^L 
t)  AbbO^  £cr  B«rL  Ak.  *v&  Jtxrt  UU, 
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Zwei  homogene,  unkrystallinisebe  Medien,  welche  in  einer  Eherne 

an  einander  gnrenzen. 

Es  sollen  zwei  homogene,  unkrystallinische  Medien  von  yer- 
schiedener  Dichtigkeit  und  Elasticität  in  einer  Ebene  an  einander 
grenzen.  Bezeichnet  man  für  irgend  eiue  Stolle  ^,  y,  «  des  ersten 
die  Componenten  der  äusseren  Kräfte  mit  X^  F,  Z,  die  Componenten 
der  Yerrückungen  eines  Moiccüls  aus  der  natürlichen  Gleichgewichts- 
lago  mit  u,  V,  U7,  die  Dichtigkeit  mit  c,  zwei  Elasticitätsconstanten 
mit  Q  und  fi  und  setzt 

bu      dv      Sw 

^""äi  +  ay  +  ä]^ 

SO  lassen  sich  auf  verschiedenen  Wegen  folgende  Differentialglei- 
chungen aufstellen: 

/dv       dw\  /3tt      Sv\ 

/S^v         \  de    ,  "^{dz"  8y  J  ''\dy'~dx) 

W-V  ^  ^Sy^^ d'z ^  Si 


e  \r.-z 


e 


/dhi     \        aö  .      ^  \dt/    dxj        ^\dx     dz) 

W'V  ^  ^S-c  +  f" Vy ^ Fz 

(Bhe        \  86,         ^\dx~  dz)  \d»~'di,) 

W  -  ^j  "  p  a.  +  »* die »* ^ 


Unterscheidet  man  von  den  obengenannten  Grössen  des  ersten  Me- 
diums die  entsprechenden  des  zweiten  Mediums  durch  den  Index  1, 
so  gelten  die  entsprechenden  Differentialgleichungen  auch  für  das 
zweite  Medium.  An  der  Grenze  der  beiden  Medien  müssen  die  Be- 
dingungen erfüllt  werden: 

(dv   ,    dw\  /dvi    ,    Bw.\ 

dz + dp)  =  »*«  hT + w) 

(dip   ,    du\  fdic^       düA 

dx  +&]=■'''  [dx   +  dz-J 

Die  Grenz gleichuugen  gelten  unter  der  Annahme,  dass  die  Z  Axe 


«a  ^a-  GrtMX€  mmkrystallimücXtr  JitJitskm  S4o 


w  ergeben  sich   ab  particiilSrc  Lösungen  für   die   Differvntiatgloi- 
chmgen  (Ib): 


xor  symbolischen  DarsteDong  der  einfallenden,  transversalen  Wellen, 

•ir  —  Ä'cos  q>e  ^*\T^  k  / 

-,  .  ft       gsiny  — gcosyX 
wr— Ä'sinyÄ^M.r""  l  ) 

zur  symbolischen  Darstellung  der  reflectirtcn,  transversalen  Wollen, 

/«       «sini^+^cos  t^\ 
iin^6      \r  V  ) 


ui^L  sin 


_     /t       aßsin^  +  scost^N 


ui 


zur  symbolischen  Darstellung  der  reflectirten,  longitudinalon  Wellen, 

o    J{ arsinyj+gCOsyA 

ud^  Si cos  (Pie       \T  A^  / 

/t        a;8in<;p]-f-2C0S(pA 
wrf  —  —  Sj  sin  91«      \T  Äi  / 

zur  symbolischen  Darstellung  der  gebrochenen,  transversalen  Wollen, 

und 

/t   _  gsint^i+gcosy/A 

,=Asin^,e^''*V7'  V,  ) 

,fi        gsin^i  -j-gcosy/AI 

IT/,  =  Xj  COS^i«  ^*  \f  vi  / 

ZOT  symbolischen  Darstellung  der  gebrochenen,  longitudinalon  WoUou. 

Damit  diese  particnlären  Lösungen  die  Gleichungen  (2b)  befrie- 
diges, rnoss  sein: 

sin  tf       sin  qp|       sin  tf^        sin  i^, 

Hiernach  sind  die  longitudinalon  Wellen  d^r  Kidilun«  na^sh  d«;rn- 
■elben  HeflezioDi-  und  Brechnngsgesetz  unU;rworf<:N  m\•^  Axt  trans- 
versalen. 
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Weiter  folgt  aus  den  Grenzgleichnngen  (2b): 

(iS4-iS')co8  9  +  i8ini/;  =  iSiCOS^i+iisin^, 
(5  — /S')singp  —  Lco%9  «-  S^^mq)^-—  L^zo^^f^ 

{S  -  5')  f  sin  g)  (1  —  2  sin V)  +  2L  e  sin'^)  cos  t^ 

«  /Sj  f  1  sin  9,  (1  —  2  sin'^^x)  +  2^i  fi  sinVi  cos  Vi 

2(/S-f-  /S')  csinVcos  cp  —  X  «  sin  t/;  (1  —  2siuV) 

«  2/Si  fi  siu  Vi  cos  <Pi  —  i, «,  sin  i|;i  (1  —  2  sin  Vi ) 

Eliminiren  wir  L  und  Lj  ans  diesen  vier  Gleichungen  und  setzen  zur 
Abkürzung: 

09  —  2(£  sin  V  —  *i  sin*g>x) 

so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  Grössen  S'  und  S^: 

Ä,  f  1  cos  q>i  [(«,  +  a)  lang  t^i  -  (f  —  co)  tang  i/;] 

—  (5-f-5')co8g)[(fi4"0>)*toögV', -  £f]tangv] 

-f  (S  — 5')(fi  —  e4-<ö)*sin(ptangij;tang^, 

(7)  { 

j/S,  f i  sin  <p,  [(«t  +  w)  tang  Vi  —  («  --  ö>)  tang i^] 

«  —  (/S+S')q)*co8v)  +  (S- /S')sin<3p[«itaDgVi 

—  (€—  Q))*tangv>] 

Dass  die  longitudinalcn  Wellen  in  endlicher  Entfernung  von  der 
Grenzfläche  verschwinden,  erreichen  wir  entweder  durch  die  Green- 
sche  Annahme  ^  »  oo,  ^^  *=  oo,  oder  durch  die  Cauchy'sche  Annahme 
P  <  0,  ^1  <  0. 

c.    Green's  Annahme  q  «-oo,  ^^  —od. 
Wegen 

v=-rj/f^,    V, -rj/^^    8intf;  =  sinyj/^ 

•    .                 l/^ 
Sinti;,  —  sinqp  1/ 

wird  für  endliche  Werte  von  q>: 

V  —  00,    Vj  —  OD,    sin  y;  —  00,     sinif;^  —  oo 

coitf;  «  ZOO,    costf;,  —  — »00,    tangtf;  =  — »,     tang^i  —  i 

Durch  die  Substitution  tangy^  =  — »',  tangv^j  =  i  in  die  Oleichoogeii^H 
(7)  verwandeln  sich  dieselben  in 
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r5ie,(e+«,)co8g),  -  (S+5')[£f,+(f,  +  «)«Jco8  9 

—  (S  — 5')(f,  — «  +  «)*l810y 

(7a) 

Pi  «1  (e  +  ii)  «sin  9,  =«  —  (S  -f-  &')  •*  cos  9 

+  (5— 5*)  [««4 +  (£-«)«]  »sin  <p 

Setzen  wir 

(8) 

^ ,  »^  ^^??.       V ' "1 "(~  ^'  —  **^*    ^^"'^ 

"■  «i(e4- £,)  *8in<jp,'     ^     "~     ^i(«  +  fi)        8in<P| 

80  können  wir  die  Gleichungen  (7a)  in  der  Form  schreiben: 

(9)    S^  -  M(5+iS')+iN(5-S')  -  »M'(5+5')H-N'(6'-50 

Die  Vergleichnng  onserer  Formeln  (4),  (5),  (8)  und  (9)  mit  den 
Formeln  (I),  (6),  (II)  und  (7)  des  Herrn  Von  der  Mühll  Math. 
Ann.  y.  S.  491,  492  nnd  495  zeigt,  dass  die  Green'sche  Annahme 
^«00,  pi— OD  dieselben  Resultate  liefert  wie  die  Annahme,  der 
Lichtäther  sei  incompressibel.  Die  Untersuchung,  ob  unsere  For- 
meln mit  den  Tatsachen  der  Beobachtung  flbereiustimmcn ,  ist  also 
ebenso  wie  Math.  Ann.  V.  S.  495  bis  S.  503.  Diese  Untersuchung 
fahrt  zu  verschiedenen  Bedingungen,  je  nachdem  man  annimmt,  dass 
die  Schwingungen  geradlinig  polarisirten  Lichtes  senkrecht  zur  Po- 
larisationsebene oder  in  derselben  stattfinden.  Im  ersteren  Falle 
stimmen  unsere  Formeln  mit  der  Erfahrung  flborein,  wenn 

M '  =  itf '  cos  ^  cos  tpi  +  iVsin  9  Pin  91 
N '  —  iV'  008  <f>  cos  <f^  -\-  3fsin  9  sin  tp^ 

im  letzteren  Falle,  wenn 

M  -=  Mcos9>coS(^i-|-K'sin(p8in9i 
MO  ^  j  N  ^  Ncos^cos^j-f-M'sin^sin^i 

M'  ^  Jil' cos  tp cos (pi-\-l^  sin  (p sin tp^ 
N'  —  N'cos9COS9>i-|-Msin9sin9i 

Diese  Bedingungen  werden   aber  von  unseren  Werten  (4)    und   (8) 
nur  dann  erfüllt,  wenn 

CD  —  2(csinV —  «isin*9,)  «0,    «  «  f j 

oder,  was  dasselbe  ist,  wenn 
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Da  diese  beiden  BedingUDgen  zasammen  unverträglich  sind,  so 
widersprechen  unsere  Formeln  (4),  (5),  (8)  und  (9)  den  Tatsachen 
der  Erfahrung. 


d.    Cauchy's  Annahme  q  <iO,   Pi<CO. 

Bei  der  Annahme  p  <C  0,  Pi  <C  0  ist  die  Behandlung  der  Glei- 
chungen (7)  und  die  Vergleichung  der  Formeln  mit  den  Tatsachen 
der  Beobachtung  ganz  entsprechend  wie  bei  der  6reen*8chen  An- 
nahme p  »  OD,  pj  =  00.    Man  erhält 

tangi/;  =-  —  ift      tangv',  —  iß^ 

Dabei  sind  ß  und  ß^  bestimmte,  reelle  Functionen  der  Winkel  9 
bezüglich  ^j.  Die  Substitution  dieser  Werte  in  die  Gleichungen  (7) 
führt  auch  hier  auf  die  Gleichungen  (9).  Nur  haben  die  Grössen 
M,  N,  M'  und  N'  jetzt  andere  Werte  als  (8).  Es  treten  noch  die 
Functionen  ß  und  ß^  darin  aut  Auch  jetzt  findet  die  Erhaltung 
der  lebendigen  Kraft  für  die  transversalen  Wellen  statt ,  denn  es 
wird  dar  Gleichung 

'  e^singoicos^i 

Genüge  geleistet.  Die  Untersuchung,  ob  die  Formeln  der  Erfahrung 
entsprechen,  geschieht  auch  hier  dadurch,  dass  man  die  Bedingungen 
feststellt,  unter  welchen  die  gefundenen  Werte  die  Gleichungen  (10) 
bezüglich  (10a)  erfüllen.  Diese  Untersuchung  ist  deshalb  von  ge- 
ringerem Interesse ,  weil  die  Annahme  p  <  0,  ^1  <  0  den  Lehren 
der  Elasticitätstheorio,  die  wir  zur  Grundlage  gewählt  haben,  ent- 
gegen ist. 

II. 

Zwei  homogene,  unkrystalllnische  Medien,   zwischen  welchen  sieh 

eine  Uebergangsschicht  befindet. 

Weil  die  vorhergehende  Theorie  keine  befriedigenden  Resultate 
liefert,  veräiideru  wir  die  Voraussetzungen.  Es  ist  im  höchsten 
Grade  unwalirscheiulich,  dass  au  der  Grenze  zweier  verschieden- 
artiger Medien  eine  sprungweise  Aenderuug  der  Dichtigkeit  und 
KlaMticitiit  stattiindet.  Wir  müssen  vielmehr  einen  stetigen,  allmäh- 
lichen Uehergang  annehmen.  Die  Grenze  von  zwei  verschiedenartigen 
Medien  ist  mit  anderen  Worten  nicht  eine  Fläche,  sondern  eine 
Uebergangsschicht  von  endlicher  Dicke.  In  unserem  Falle  denken 
wir  uns  dieselbe  zerlegt  in  eine  beliebig  grosse  Zahl  la  sehr  dünner, 
ebener,  homogener  Schichten  von  der  Dicke  beztlglich 


an  dtr  ünnu  imhyitaümüekir  MedUn, 
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Dabei  bezeichnen  2^  und  Iq  <^i^  Werte  von  Z^,  F^  bezttglich  ^,  F, 
filr  s  =  0.  Setzen  wir  in  denj  Integralen  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichungen  statt  F  and  Z  die  Werte  für  «  -»  0  ein,'  so  er- 
halten wir  Werte  für  Z  und  e'  F,  welche  von  2  —  0  bis  s  =  J  gültig 
Bind,  wobei  d  anendlich  klein  ist  Indem  wir  die  so  gefundenen 
Fonctionon  abermals  auf  der  rechten  Seite  einsetzen,  können  wir 
die  Gültigkeit  der  Werte  Z  and  e'  F  auf  das  Intervall  von  2  -»  0 
bis  M  =  ii  aasdehnen,  wobei  0  <  J  <  ^i  und  d|  ebenfalls  nnendlich 
klein  ist.  Indem  wir  diese  Snbstitation  anendlich  oft  wiederholen, 
erglebt  sich: 


(16) 


^— '//'*s^;-.-. 


0    0 


9      »^     it^      Zf 


+  "   /JJJ  V8in-,,WsirW^*''^'''^''''""  • 


0  0  0    0 


e'F, 


— a  /  «i'cos'^i'cfei 
0 


.     .    /• /* /"«/cosV-^s'^osW  .    .    . 
^'^  JJJ  ^^si^»k'  '^'^^^^^^ 


0    0    0 


y   £/sinVi' 
0 


«      «3     «8 


IL  r  r  r     «i'cosv«      ,        , 

'''"JJJ  V8ln«"^^78iH^<^5'"''»''^^''^ +^^^ 


0    0    0 


0  0 
*    H   H    H 


+«* 


/»/»/»/•«»'cosV'/cosV/ ,    ,    ,    , 
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Die  FoDctioDen  fA'  ond  tpk'  erhält  man  aus  e'   und]  fp%  indem  man 
das  Argument  gleich  zk  setzt 

Ferner  folgt  aus  den  Differentialgleichungen  (14)  die  Relation: 

(17)  ^y,-^y,-^ 

gültig  für  jeden  Wert  von  ä  —  0  bis  2  —  <?. 


Uh 


b.    Schwingungen  in  der  Einfallsebene. 

Zur  symbolischen  Darstellung  der  Schwingungen  in  der  Einfalls- 
ebeno  in  jeder  der  m-j-^  Schichten  dienen  folgende  Lösnngen  der 
Differentialgleichungen  (IIb): 

'}     (^  gsinyjb'  +  gA'COSyjh'v 

'  ^  Ak cos q>h'e'^''\T  '      Aa'  ) 

(i  _  gsinyA*  -gA'cosyA'\ 
-\-  BkCO%ifh!e       \f  Xk'  ) 

...    (t  __  g  sin  t|;A^4-  g*'cos  ^h*\ 
+  LAsinV^A'«       \r  vk'  ) 

•0    (^       gsin^^A^— gA'cosy^A^X 
+  iJ/A8inKc       \r  ""  va'  / 

.,    (t gsinyA'+^'cosyA'X 

Wh'  «  —  ^AsingpA'c*"'^\7'  Aa'  / 

•>    /'   _  gsinyA'-— g^cosyA'X 
+  /?AsinyAV-''Vr  Xk*  ) 

..^    /t        scsmy^k* +zk' cos  ^l}k\ 
+  LhCOS^h'e^'^\T  vk'  ~  ) 

.g    /' a?sint/;V— gA*cosyA'\ 

-J/ACOS»(v/e         Vr  VA'  V 

Ä  —  0,     1,     2     ...     (m-f  1) 
Dabei  muss  sein: 

ferner : 
(18) 

Die  particuläreu  Lösungen  erfüllen  die  Grenzbedingnngen  (12b),  wenn 


(188) 
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h'  Ik^l'  Vh*       ^      VAfl' 

Ä  =  0,     1,     2     ...     m 


nnd 

(Ak-|.l4-Äfl)C08qPAfl'+(XA+l-f-JWA+l)8inn+l' 

^    CACOSyA*  TACOSqPA' 

— (-4*«"^'  "     Aa'       +ÄA«*  '^     Aa'      )cosg>A' 
+  (Xa  «  va'      4"'*^*«*"        ^a'      jsiiiV^A' 

(i<A+l— Ä+l)8m9A+i'--(/-A+l— Mfl)C08!^Afl' 

CACOSyA^  CACOSqPA' 

-=(^Ae""  Aa'       -ÄA6  Aa'"    )8inyA' 

— {Lke  vh*      —  A/a«  "        vh'     )cosi/^a' 

(^*+i-  B*+i)  J^yJ  (1  -  2sin  V+i') 

+2(Za41— AfAfi) iSint/zA-i-i'cosi^Afi' 

AA 

._     cacos^'a'  ...    rACOS^N/        . 

+2{Lhe  Vh       —Mue  va       )— -  smif/A  cosi^a 

f  Af  l' 

2(Ak^\'\-Bh\\)  i — ;■  8in(jpAfi'cosg)Afi' 

tr        A    %4       .  «?A+lj-2flA+l'8in«t^A+l' 

— (XAf  1+3/a+i) ^~, 

c'aCOSCPa'  ^    fACOSyA'         , 

« 4-<iA«  Aa        H-/^a«  Aa       )  j-  f  Sin<yiA  COSC^ A 

—{Lke  Vh        -f-Mhc  Vh       )~ --■  — -^- 

Vh 

A  «  0,     1,     2     ...     m 
Diese  4(m+l)  Gleichuogen  bestimmen  die  4(m+l)  Grossen  n^-^S', 

A)  "*  -''>  -^m+l  ■—  5|,   Xm  +  1  =  Xj,   -^j,   2^j,    £»1,   3f|  .    .    .   Am,  ßnif   Lm, 

Mm  durch  A^  ^  S. 

Darch  die  Substitution: 
^A  +  //a«Ca,      Ak—Bh^iDh,      Lh  +  Mh^Eh,      Lh  —  Mh-='iFh 
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erhalten  wir: 

CA+lC08g)A4.l'+-KA  f  iSin  V'A^-l' 

«  (  Ca  cos p f-DASin r-,-^^  Jcos^a 

/           2jrcAC0S^A'  ,  _  .   2»<?aco8^a'\  .      , 
+  ^^*co8 — t--^*sm —, — jsion 

Z)A+i'8in<;pA4.i'— Fa+iC08V/a+i' 

/  2»rcAC0SqpA'      ^    .    27rcACOSg)A'\  .        , 

—  (Z)aco8 jTv Ca  am p Isuk^a 

(^          27rCAC08lpA'        ^     .     2;rCAC08t^A'\  , 

Fh  cos i -c-A  sin } IcosV'A 

-ÖA-i-ifAf  i'sin^A+i'Cl  — 28mV*+i')+2^+i«A+i'w^VA+i'co8  »PA+i' 

(               27rCAC08g?A*        „    .      27rCAC08yA'\     ,   .    ,      ,..       ^  .    -      ,. 
Da  cos — p Casiü p — IfAsmV*  (1—28111*9*  ) 

I  J  ^       2nckC09^k*      ^   .    2«<?aco8i>/a'\    ,  .  -    , 
+2(  Facos > — : Ehsxn j IfA'smV*  cos^'a' 

2CA+ifA+i'8in*9Afi'co8qpA-|-i'— £Afi€'Afi(l  -  28m*g'A+i')8in9Af  i' 

o  f^        2ä<?aco89>a'   ,  ^    .    2^CAC0Sgr»A'\    ,  .  -     ,  , 

=  2  (  Ca  cos ^7^^  +Z>A811l Y^     J  «A'sm«9A  cos^a' 

/_,  2n^CAC0St|;A'    ,     ^    .     21raC08l^A'^     „^       ^  .    ^      ,,   .  , 

—  I  ^Acos , 1- Jasiu -, —  leA'(l-28inV*  )sin^A 

Ä  =  0,     1,    2    ...    m 
Setzen  wir  ch  nnoDdlicb  klein  und: 

a  =•  2Ä8in  f-7  =  2jr8in  —, 
Aa  VA 

80  verwandeln  sich  diese  Gleichungen  in 

CA+lCOSVAJl'+^A+lSitt^Ä+l'  =^  (CA+I>ACf«ACtg9A')C089A' 

+(JE;A+jFlkocACtgi(;A')8inV;A' 

Z)A4.lSin<pA4.l'  — FAflCOSt^Afl'  =  (Da— CÄHrfACtg^A^iO^'A' 
—  (Fa— aOfCACtgt^A')COSt^A' 

Ä+i€A-f-i'8ing.'A+i(l— 28inVAfi')+2^A4-ieA+i*sinVA+i'co8V'*+i' 

—  (i)A--CAocACtg9A')fA'8in^9A'(l--2sinVA') 

4-2(Fa— £A0rCACtg^A')fA'8inVA'cO81pA' 
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=  2(Ck+Dkack?igipp)tk*s\n*q>kC0S<fh 

Ä  -  0,     1,    2    ...    w 
Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  folgt : 

-{-{Kh+FkackCtg^kKik ,  r-fA'-  ÄA)siii v-a' 
^A+ifAf  i'sinvA+r  —  (/^A— CA«aCtgVÄ';(«A-fÄA)»inr/A' 

£*+UA+l'8in^Afl'  «  (C'A4-7^AttrACtg9A')ÄAC08g?/,' 
-f(/;A+FAaCACtgV'A')(fA'+'ßA)8i"l^A' 

/Tk|UA+i'C08i/;Afi'—  —  (/^A— CAnfrAet<(gr'A')(*A+l'   -  U' -  ^iA)Hiiir/A' 

-J-(/a— -ß:AOrACtgl|iA'){fA+l'- ÄAyCOSl/V 

Ä  «  0,     1,     2     ...     m 
Dabei  ist  gesetzt: 

Da  diese  4(w+l)  Gleichungen  die  4(in+\)  Gfösslmi  C'„  />>i,  /i\, 
/"i  .  .  .  6'«,+!,  /^m+i)  A»i+i,  /'mfi  durch  Cy,  /^,  /•;„,  /;,  bosti Hirnen, 
setzen  wir: 


Cacos^a'  =-  Cq/^  hcos^-]- DJf.ks'iiifp-^- K^^l.^.l,^\l^ i^+^o^-a'**^^!^ 
/^ASinqpA'=  6q7/*,  .ACOSg)+  I)(f7/i*.hH'\Ufp-\-  /'^m.,.Asin  v-j-/';,m4.AC()S^ 

^1    A'ASiül/'A'  ^  CffP^.kCOSqt-^  D^,J)^JS\U(p-\-l:^^p.^.hfi^\^^-\-y^fP4.hi'0S^^ 
FkCOStlff,'  «    ^'0(/|.ACüS<p+/^//^,ASin<pH-/V7j,ASiui^+7V/4.ACOSi;; 

A  =  0,     1,     2     ...     m+1 


Dadurch  erhalten  wir  für  die  /t,A,  mkji,  pk,h,  qk,h  die  Gleichuugen: 
^A-i-i'^MIl  ==»  {lkjk-\'OChmk,kQig'(fh)(fh\\*—^) 

—  ip^M  +  <*<^A  5*,ä)  (f  A  I  l'  —  f  A'  —  ^h) 

fA4-l'»»M+l  =  (w»*A— afA/M)(fA'+'ß'')  -  (qk,h--€tchpkM*\^^^*k)^k 

fA-f-l'l'Mfl  =  (/t.A+aCA»l*^Ctg*qPA')ßA+(pM  +  «''A<2M)(fA'+'ßA) 

fA4-l'5A.Afl  — »  —  (wi*,A  -arA/M)(*Afl'  — *a'— «ß*) 
+  (9*,A  —  achpk,k  ctg Va')  (^a  4 1'  —  -^a) 

^•  —  1,     2,     3,    4        Ä  «  0,     1,     2     .  .  .     m 

Azch.  d.  Math.  n.  Phys.    2.  K«ihe.  T.  IX.  28 
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positiv  setzen.    Sobald  wir  also  nicht  q  und  pi  unendlich  gross  an- 
nehmen, erhalten  wir: 

8in^  <  1  und  reell,       sin^i  <  1  und  reell 

fllr  alle  Werte  : 


Bin 


,<)/*,  ...,<K^ 


Damit  für  diese  Werte  von  q>  die  longitadinaleu  Wellen  im  ersten 
ond  zweiten  Mediam  yerschwinden,  müssen  wir  setzen: 

Z  =  0,        Zi  =  0 

Dann  sind  aber  diese  Functionen  gleich  null  für  alle  Werte  von  9>, 
weil  sie  für  ein  endliches  Intervall  von  tp  den  Wert  null  haben. 
Denn  wir  müssen  offenbar  annehmen ,  dass  L  und  L^  endliche  und 
stetige  Fnnctionen  von  q>  sind.  Demnach  verwandeln  sich  die  Glei- 
chungen (20)  in 

cos  qp  sin  a> 

^       ^     *       '    ^sincjPji       ^  ^  sin  Vi 

0  —  (5+5')PiC0sg>  — t(iS-S')pjSin/> 
0=  (5+iS')(ZiCOS<3P  ~?(iS  — 5')^2sin<3P 
Ans  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

O  -  (S+5')  f-^  +  ^cos<p-»(5  -S')(-^+  4'-'-)  sin<p 
^   ^      '  \cos9i      siuyi/       ^       "^  '  Vcos^i  '   Sing),/       ^ 

Diese  Gleichung  kann  mit  den  beiden  letzten  von  den  vier  Gleichungen 
nur  dann  zusammen  bestehen,  wenn  die  Bedingungen  erfüllt  werden : 


0 
\     I  7i  2<  I         '      I  (/j  (Zs     i         '         <h  üi 
(21) 


1 

\ 

P\  Pt  \ 
n\  2<  1 

""     '          (/j  (Zs      i 

■0,         ^'^ 

\ 

*»1       ^ä      '     ^     Q 

P\pt      '^   ' 

Bezeichnen  wir  jetzt 


TUT        j   ^^^^        V  ,   smqp 


*  cosqrj'  *  cos<ri 

(22) 

*  sin  «.-'.  ^  «1 


*8m^/»  ^  sin  ff), 

«3» 
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BO  erhalten  wir  zar  BestimmuDg  der  Grössen  S'  und  S^  die  früheren 
Gleichungen  : 

(9)     S^^  M(S+S')  +  tJS/(S^S')  ^  M'(S'{-S')+N'(S'-S')  ; 

Um  die  Grössen  ^  .  .  ^4,   «4  .  .  »»4,  p^  •  •  P41  9i  •  .  g^  zu  be-    | 
stimmen,  nehmen  wir  die  Anzahl  m  der  Uebergangsschichten  zwischen    i 
den  beiden  Medien  unendlich  gross,  die  Dicke  einer  jeden  unendlich 
dünn  und  setzen  die  Dicke  aller  Schichten  zusammen  : 

ferner: 

^1 4"  ^8  +  ^3  H"     •  •  •    ^*— 1  ^  *»        Ch  =  dz 

dann  können  wir  die  Grössen: 

^a'i    <Ph',    V*',    h,h,    1»»^,    pk,*,    5»^ 

fttr  das  Intervall  z  =  0  bis  z  ==  <;  als  stetige  Functionen  von  m  be- 
trachten.   Wir  wollen  dieselben 

«',    9\    v',    /*',    wi*',    Pk,    qk* 
nennen.    Es  wird: 

f/rfl  «=»  f'+rff',     ^Mfl  =»  lk-\-dlk'^     mjk^fl  =  wik'  +  r/mt' 

Dadurch  verwandeln  sich  die  früheren  Gleichungen,  welche   zur  Be- 
stimmung der  Grössen  Um,  wi*,/,,  pk,h  und  qk,h  dienen,  in 

d,i*W  =  ^'rf.f'(l— 2sinV'J  +  tt«WctgV^Ä+7>*'c/.f'(l  — 2sinV) 

tl.t'mk    =  2m*'rf.f'sinV'— ofV€/3-25fcV^€'sinV' 

</.«'p;t'  =  2/*'t/.e'sinV'+2p*^^e'sinV+«fV^^« 

(i  £'q/ mtV/.f'(l— 2sinV)+(Z»'^.f'(l— 2sinV)~ac7>k'ctgV* 

A;  «  1,     2,     3,     4 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

.i.t'H'(l-2..iuV+2gt'8inV}  ^ _ ^^^  _ 28inV') 

+  2fVsinV'ctgV'} 

(/.f'{2Vsin««p'— 7>k'(l-2sinV)l  ,,,0     .^^«2   *         Vi       o   •  «  - 
^—1 — ^ -^—^  ="  «f'j2wjk  cos^<3P —  m  (l  —  2siu'9'l 

ilz 

Ä;  =  l,     2,     3,     4 
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Setzen  wir: 

W— ^'  —  Xk\    wii'Cl  — 28inV)+27*'8inV  —  Vk 
Ik'  +pk'  -  ük\    2/k'8inV'~K(l  -  28inV')  =  W 

h  -=  1,     2,     3,    4 

■o  gelten  für  die  A»',  ük%  Vk\  Wk*  die  DifferentialgleichuDgen : 

mit  den  Bedingungen  für  s  «=»  0 : 

JT,'  =0,  JXi'  «  1,  X,'  -  0 

17/  -  1,  C7,'  -  0,  r/j'  -  1 

F/  =  0,  K,'  =  1  —  2  siii  V,  ^3'  =  0 

IT/—  28inV  H,'=  ü,  »V (1  — 28inV) 

l'V  —  28inV 
W^'^  0 

Wir  wollen  aber  Xk^  Ut^   Kj^,   Tfjk  als  particulärc  Lösungen  der  Dif- 
ferentialgleichangen  (23)  nehmen  mit  folgenden  Bedingungen  für  z=0 : 

JTi  —  1,  JTjj  =  0,  X,  —  0,  ^^4  =  0 

Uj  -  0,  üi  =  1,  1/3  «0,  üi  «  0 

(24)           i  Fl  -  0,  r,  -  0,  K3  =  1,  74-0 

^  f^i  =  0,  IT,  -  0,  W^8  -  0,  1^4-1 

Dann  wird: 

j[^*  «  A,  +  2.Y4  8in«g>,    JTj'  -  X,+X^a  -2sin«(p) 

U/  «  ü,H-2^4siuV,  ^V  "=  b\  +  U^ii  - '2fi\n^(p) 
py  «  V^  +  2V\6m^(p,  vy  =  K,4- Ijd -2siuV) 
H^/  =  W^+2  iMn  V,     ^»  2'  ===  ^1  +  "'3(1  -  28inV) 


«•  dtr  Grau*   uhkrystailimiMeker  Htdkm, 
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f'F  —  « 


0 


+  r(.-i.i.V+^»}^ 


0 

Dmbei  bezeichnen  Xq^  Uq^  Iq,  IKq  die  Werte  bezüglich  von  An,  Lt, 
Vkj  Wk  für  z  —  0.  Indem  wir  anf  diese  Gleichungen  dasselbe  Ver- 
Dahreii  anwenden  wie  frfiher  anf  die  Gleichungen  für  Z  und  Y  [Seite 
349],  ergiebt  sich : 


0    0 

z      z^  z^  z^ 


(26) 


0    0    0    0 


» vn 


«/+£,;]  1—4  sin*^      2sinVg^(g/~2g,^'sinV8;) 


fj'sin'g^s 


f3'8in*i|>2'8iu*g)8 


X 


/       28in  V\       g/+f,^(l-4sin^4p,0+f3^ 
^ V       sin^tj/V  /  "T"  «4'8in  W 

_  28inV,^(g/— 2gg^8in»y^^+g3') 
f4'sin*T^2'sin*t^4' 

~  £^'«4  sm'V;,' sinV«  )     *    3    »    1 


2      «3     Ä, 


ü,  -  «/<*,.  -«»///  {l-  SvJ^-  +  i,'8in*t.' 


+ 


0   0    0 
t/+»,'(l-48in«y,') 


_  2sinW(./-^.,yn;.,,:)| 


Z     «2 


F, «*yy*  {«,'+«.'( l-48inV) 


0    0 
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(26) 


_  28in«<ii>,'(t, ' — 2f  ,^8in«y,')) 


»     Za     z^    z^ 


dz^dz^ 


'•      *4     *8     *» 

^"'fSff  {[*i'+*«'(l  -4sinV,')+- 


0    0   0   0 
28in*<p/(f/-2t/8inV,'H-ts') 


"^  Vfli»i*Vs'  £5'8iU*^,'8illVs' 


«  »      Z^      Zo 


0  0    0    0 

2giiiV8^(g/-~2c/8inV,^+ggO 
8inVs* 

/*/       28inV/\. 


+  i>MV)  '^'^'•''''  +• 


0 

Z       2}      2} 


28inV,'  ,   t,'(l -48in Vi') 


j_  8  f/'f  i\i     28inV,'      t/(l-48in» 


0    0    0 


■^■tj'sin'ipi'sinVs'JV 


28in*<ps' 


^) 


+ 


8iU*tp3 

fi'(l-4Biu*9y)+f,'  ,   28iüV/(2g/8iii»<p/— f,0| 

€3'8iiiVi'8in*i(;8'        ) 


Z      Z2 


+ 


28inVi'  ,    gt'(l— 48inV/) 


»  J  J    \       smVi    ^      tj'smVi 


0    0 

<ciin<_   ' 


4ti'8mVi'     \ 
+  «,'8inV,'sin»^)'"«*» 


+«* 


^»  /?z.  n  iv       28mVi'  ,    f,'(l-4sin*qr>,') 


0    0    0    0 


(26) 
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4ga'sinV8^      1      g,-(I-4sinV/)+f/ 
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+ 


28inV/(2g/8inV/— g,0 
«s'8in*^i'siii*<P3' 


sinV»'— 28in*98'J 
0 

+«'yyy  )[£/(i-48invi0+f,' 

0    0    0 
,  28inVi'(2«i'8inVi  —  V) 


X28m«v3'\ 


28mV,^  ,    £/(l— 48inVi') 

«...  '    "T 


sm*!/;,' 


f,'8inVi' 


,        4f/siii^<pi'     ]/.      .  .  ,     ^  ,  48iii*<3P3'\)   ,    ^    , 

0    0 

.   28inV/(2f^-sinV/-f20(  ,     , 
'  8in*i/;/  )     '     ' 

2      «4     ^3    ^2 

6  0  b  b 

28in«yt^(2g^*8inV/~f,^— £4^)       fjV(l-48in»y/) 
'  sin*y,'  "^         f2'sinV2' 


+ 


4g/g4-8inV/    1  /  _  28m  V\ 


+^n' 


^      8in«il^ ''  "*"  ' 


sm^ij^, 


fg'sinV«' 


mm  der  GrtmtM  mmkrystaUimucher  ÄttiÜem. 
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(26) 


»«*»»»   »t 


0    0   0    0 


t,'         ,   4f,'8in*y/-2t,'MnV,1  /       2sin»5«;\ 
T'VsinV,'"'"       t,'8iii»»,'8inV«'     Jv       sin»»-«'^ 

,     J 1_ .  1         , 1 28inV 

"•"**  L«,'  sin  V      »i'  sin«»-!'  "^  «»'  sin V,'      sin V»*    ^ 

^  U'  sin«»,'  +  .,'  sinVjV  "•" 


t»'(l-48in«»/)        ___**!  _8j">«      _    .  1  X 
*•*  «,'«8*8in*9>,'8in*ys' "*"  *,'f3'8in*Ti'8in*Vj"sin*y,'J 

X  (l-48inV+  S^)l  *^4'^'^rf*,  - ..  • 

0  0    Ü    0 

t,'(l-48inV)+f»' 


+ 


BiSm^tPi 


+  f,'8i 


sin'vj' 


4f,'8inV-2£3>inV^^     ,     ,      , 
4- r^~« — :~^^ — i i  «*«  </2,r/«|  + . . . 


0 


a     «3    Äj 


0  0    0   0 

1 28iaV/  „l/i     28m»98'\ 

1  28inVi' 

H f — r    '    •      r    '    9 })  ^^  '^8  <'^*1  —  •  •  • 


«  «1 


-  U, a^JJ    \-^,  ^^^^  +  , -8i„fy,' 


0    0 


2      «4      «3    ^«1 


'^''jfff  ItrsTüV?  "^  '.'  »inV,^ 


0    0    0    0 


364 


Wehner:  lieber  die  Reflexion  und  Brechung  des  lAchtcs 
f2'siu^y','8iU*9,'J\  8iu«V'3  V8>ö*94' 


8in*ya* 


4. !? 

'^f,'f3'8in*y','sin*t/;3 


(       1  28in«9,'       \) 


•;y--n-mh 


0 

2       23      2(2 


(26)       ^ 


0    0.    0 

,  r    1     ,  _i 28iuw    1  y 

"•"  Le,'8in*»|),' "^  e,'sin*<»),'       fj'8in*^,'8in«9,' J  '^ 
Xfs'  (^1  -48inV3'+  ü^i^jj  »i«« rf^ ^i  - •  •  • 

0    0 

j3       j2^j        j2^      j^Q 

0000 

"*"  fj'  siuV»'       f j'8in*if),'siii*<pj' J  V.        sinVs'  / 

.   r_.l.._  ,  1. jJsinV       1^ 

"^  L«i'8inVi'^  «,'8ia*9j'       t,'8in»v;,'8in»«pt'J 


,   r     _1_         28in«<pi' 


"Te      c    'oi 


«•' 


2.1.   'cinS, 


£,£3  8iu*r/^j  sin^i^3 


7    f 4'  /  dz^ (Iz^ dz^ (Izi  —  ... 
;  J       ) 


Um  die  Ausdrücke  für  ;,,  ^  .  .  . ,  welche  aus  den  Gleichaugen  (25) 
folgen,  zu  vereinfachen,  leiten  wir  aus  deu  Differentialgleichungen 
(23)  einige  Relationen  ab     Sind  JTa,    Uk,    \%    Wk  und  JT*,    ü»,    F*, 


CM  der  Grenze  unkrystalUnischer  Medien, 
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Wi  zwei  beliebige  Systeme  von  particulärcn  Losungen  dieser  DilToreu- 
tialgleichaDgen,  so  ist: 


■( 


«'(  Wk 


dXk 
dz 


—  TFa— ^  1  =  — a«' 


f) =—■<»'"" -"'.".'(-«i:^-;) 


TT    ^•^'^*  ,.     ^-^'»A 


Xk- 


Daraus  folgt: 


dz 


^/    (  '       Xk     Xk 


Uh     Uk    i 


==  0 


ond  hieraos: 


-x, 

JT, 

'A  '^ 

w, 

"i 

F,  r. 

X, 

X» 

^  t^  , 

w. 

'n 

i^,  n  : 

(27) 


n\    W4 

X«     X'\ 


^a 


in 


jv^si 


'^1 

f-4 

l-'. 

r* 

t« 

'^ 

»2 

»» 

=  0, 

£ 


A', 

A4 

TK, 

IK4 

^3 

A4 

W^3 

V»^4 

V2    ^4 
1-3     ^'4 


=  0 


0 


denn  X^,  A^  .  .  .  müssen  den  Anfangsbedingungen  (24)  genügen. 

Indem  wir  diese  Gleiclmngen  auf  beiden  Seiton  mit  geeigneten 
I  Determinanten  multipliciren  und  dann  addiren'),  erhallen  wir  die 
vier  ersten  von  den  folgenden  Gleichungen: 


(28) 


Aj     A4 


Ag     -^  3    I 


i  ^'1 


A4 


X. 


3 


V,        1»     I 


=-   (> 


-  0 


I  )    Vcrgl.  Von  der  MOhll,  Math.  Anm.,  V.,  S.   525. 
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(28) 


— 

1  r,    Fi 

i    »Ti      IFi 

— 

V»     F, 
»F,     VF, 

— 

Fl      F« 

— 

Vi     F, 

-  0 


=  0 


Die   beiden  letzten  Gleichungen   ergeben   sich  auf  folgende  Weise: 
Wir  multipliciren  die  dritte  Gleichung  mit  b'  und  differeutüren : 


u/hlL^*+,rv/-^-if/-^^-,w/"* 


dz 


-(ü. 


dz 


tlz 


flz 


»+e'«'.^*-^. 


dz 
'      dz 


Mit  Racksicht  auf  die  Differentialgleichungen  (23)  und  auf  die  erste 
und  vierte  der  Gleichungen  (28)  können  wir  diese  Gleichung  ersetzen 
durch : 


0 


Xi     Ai 
VF,     Wi 



VF,    VF, 

+ 

Vi 

Vi 

— 

Vi 
Vi 

Aus  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  (27)  folgt: 


JC,     Xi 

Xi     X, 

f^i 

Ui 

+ 

Vi 

Ui 

VF,     VF4 

VF,    VF, 

v. 

Va 

V, 

Vi 

Die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  können  durch  die  oben  ge- 
wünschten ersetzt  werden. 


Aus  den  Gleichungen  (27)  und  (28)  folgen: 


(29) 


(30) 


I 


+ 

3i'  9i 

-V 

h'    h'      ,     Vi   P*' 

-0, 

in,'  BI4' 

+ 

-0, 

9i'     It 

+ 

-0, 

It 

W 

+ 

Pt     /»3 

m,' 

"»3' 

1  «1 '    93' 

li 

h' 

+ 

Pt   Pa' 

m^* 

«h' 

üt     99 

h' 

U!  • 

1 

+ 

Pn    P4- 

m,' 

Wi 

Qs    94'    , 

W 

^• 

+ 

V       ^4* 

Pi 

Vi 

Pa'  />4' 

m,' 

m^' 

+ 

1»^'  m4' 

Pi 

p% 

P^'  P4' 

0 


-0 
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(30) 


11  3i'  «i' 


+ 


=  0, 


Pl  Pt 

+ 

1             4 

«1  9« 

Qu    «4 

£ 

Nehmen  wir  diese  Gleichungen  für  z  =  c   und  verbinden  mit  ihnen 
die  Gleichungen  (21),  so  ergiebt  sich: 


P3     P^ 
93      94 


<s     <« 

-0, 

^3       «4 

=-0, 

p»  p* 

(ZS      «4 

TW3        »14 

=  0 

33      (Z4 

m^     114 
W3     W14 

1>3      P4 


0 


I 


0 


Diese  Gleichungen,  die  Relationen  (21)  und  die  für  2  »  c  genomme- 
nen  Gleichungen  (29)  und  (3())  können  wir  ersetzen  durch 


(31) 


'  ^  -  0,    h- 
Pl  ^  0,    jP» 


/ 

\ 


0,      Wlj: 
£ 


0,  m4  =  0 

=  0,  q^^O 

Pz  P* 

Qt  54 


Auf  Grund  dieser  Relationen  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  (25): 


l,  -  rj"+26'48inV  - 

«.  jf«+2}^48inV 
2siu^<Pi 


64(1— 28inV,)+»f4 


1-  2sinV 


^  »  6',+6'3(l-2sinV)  -  '3(l~*-^»»»Vi)+^^3 
—  TKi+H^(l-28inV)        Ä7(  1  -  28i » V,  ]+  »^'i 
28inVi  "^  28inV 


(32) 


m, 


j:j+2Jr48in*<;p 
1— 28inVi 


2A''4sinVi+  ^4 

2Äyin«<jp,+T', 
1  -  28in*<p 


»4  =  jr,+X,(l-28iu«v)  -  2^58in*<jp,+ V, 

lV+^1— 28in«5P)  ^  2y,8in*i)p,+  r; 
""  1  -2sin*qp,"     ""         2»iiiV 
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(32) 


_  _  ff»-">^4(l— 28iuV)       2"/7g8in^yi  -Tt^ 
1— 28in^yj  ""  28inV 

P4  =  --7}\+2748inV  «  2Z^sioV,  —  W^ 

""      1— 2sinVi     "        1— 2sinV 

^3 ^Xg+xid  -2siüV)  «~Ä4(1— 2sinVi)— n 

^  rg-Ktg— 28inV)  _  -:Y^(l-2sinV,)-f  T^ 
2sinVi  ~  28inV 

(Z4  =  A",— 2J^8iri2y  =  Ä3(l--2siu*9)i)+l^ 


P\+2  KaSin V        Xt(l— 28ii>V)~  K^ 
28in^y,  "^  1 — 28iu''^y 


c.    VergleichoDg  der  Formoln  mit  den  Tat8achen 

der  Beobachtung. 

Um  un8cre  Formeln  mit  den  Tatsachen  der  Beobachtung  za 
vergleichen,  müssen  wir  zur  Darstellung  der  Aetherschwinguugeu 
statt  der  bisherigen,  complexen  Ausdrücke  die  reellen  —  oder  ima- 
ginären —  Teile  derselben  wählen')  und  zusehen,  ob  die  so  ge- 
fundenen Werte  sich  mit  denjenigen,  welche  die  Erfahrung  liefert, 
in  Einklang  bringen  lassen.     Die  Erfahrung  fordert,  dass  erfüllt  sei : 

J.    Das  Brechungsgesetz  von  Descartes  ist: 

sin  9  =»  w  sin  (pi ;     w  ^  1 

bezeichnet  eine  von  der  Beschaffenheit  der  beiden  Medieu 
abhängige,  positive  Gonstante. 

II.     Die  Intensität  des  einfallenden  Lichtes  ist  gleich  der  Summe 
der  Intensitäten    des  reflectirten  und  gebrochenen  Lichtes. 

III.  Bei  partieller  Reflexion  eines  geradlinig  polarisirten  Strahles 
ist  das  reflectirte  und  gebrochene  Licht  geradlinig  polarisirt, 
aber  unter  einem  anderen  Azimutheals  das  einfallende  Licht. 
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Bei  totaler  Reflexion  eines  geradlinig  polarisirten  Strablcs 
ist  der  refiectirto  Strahl  im  allgemeinen  elliptisch  pola- 
risirt. 

Indem  man  die  lebendige  Kraft  für  ein  rechtwinkliges,  von  zwei 
einfallenden  Wellenebencn  begrenztes  Parallelcpipedon  berechnet 
und  ebenso  für  die  entsprechenden  gespiegelten  und  gebrochenen 
Parallelepipeda,  in  welchen  nach  Verlauf  einer  gewissen  Zeit  die 
Bewegung  des  ersten  enthalten  ist,  ergiebt  sich  aus  dem  Gesetz  (II): 


(II) 


£  sin  fp  cos  (p 

'  Si  SIU  9>]  cos  (fi 

€sin<rcos  q> 
'  £i  sm  (fi  cos(f^ 


Die  Gesetze  (III)  liefern  ')  unter  der  Annahme,  dass  die  Schwin- 
gungen geradlinig  polarisirten  Licbtes  senkrecht  zur  Polarisations- 
ebene  stattfinden,  die  Bedingungen: 


(III) 


M  =  iV/cos  (p  cos  qpj  -}"  ^ '  *i"  <P  sin  qp^ 
N  «*  iVcosycosg>i-f-3/'siug)sing?, 
M'  =-  Jii'cos()pcosqp| -f-A^sinysin  (jTj 
N '  =  A''  cos  (p  cos  (pi  +  ^/sin  y  sin  9, 


hingegen  unter  der  Annahme,  dass  diese  Schwingungen  in  der  Pola- 
risationsebeue  stattfinden,  die  Bedingungen: 


M 


N 


(III') 


M'  = 


3/cos<pcos(p,   -  A^'singpsiny, 
cos(9  — <3P,)cos((p  +  <Pi) 

A'cosqpcoscp,  — 3i'sinqpsin^] 
cos((jP  — 9,)cos(9'  +  9)i) 

M'coH  (p  cos  qp,  —  iVsin  rp  sin  75 j 
COS((jP  —  ()Pj)COS  ((p-\-  (fi) 


N'  COS  qp  COS  v>i  —  3/sia  cp  sin  (fi 
cos(qp  —  9i)cos((3p  +  (gPi) 

Nach  den  Gleichungen  (18)  und  (18a)   erfüllen  unsere  Formeln  das 
Gesetz  (I);  es  ist: 


Auch  den  Gleichungen  (II)   wird  stets  genügt,   der  ersten  der- 


1)  Vcrgl.  Von  der  Mühll,  Math.   Ann   V    S.   500. 
Areli.  d.  Matb.  n.  Pbjii.    2.  R«ihe,  T.  IX.  34 
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folgt  daraas: 

ferner:  sinv-*'»«,        v*'»» 

«WiP  =  .•»,    cos ^A'  -  +  /<»,    cos  y.,  -  - 1  OC 

Setzen  wir  diese  Werte  und.  indem  wir  die  Bezeichnung  ändern, 

I*  sin  n'  in  /.*,    Mh  sin  tf»*'  in  M,, 

uuu  Ä,  üic  aus  (20)  folgenden  Gldcliungcn  : 
(•>.>;  j    -lÄ^siD^,  «  (^^'')'"iC0Sy-;(>S-.S>.,sin<p+^(,.3^-,.,) 

iPtzf^irPi^'J"""''''''"    ''^^    Z^und/.,    orgobon    sich    daraus    andi 
jetzt  die  Glcichnngen  (9).    Es  wird  aber: 

M    «  '-?i^. L.      _  I      h  lA-h  i 


(22-) 


N  =  -  -^*°-»'- 1  _    ... !      '«  '3+^4 

cosgp,   ;'3+cf3+2>4+//4   ;>ä+(/2    ;'3+V3+;>44-'i4 

N,  siuy  1  w/j  »/*3-|-w'4 

Die  Grössen  /,,  l^  . ,  .  sind  mit  den  Grössen  X,  /;  V,  Ir  cbcu- 
Wls  wieder  durch  die  Gleichungen  (25)  verbunden.  Diese  lassen 
nch  aber  für  »  — »  c  zunächst  nicht  mehr  zu  den  Gleichungen  (31) 
Bad  (32)  vereinfachen ,  weil  wir  aus  den  Gleichungen  (20')  nicht 
inehr  die  Relationen  (21)  ableiten  können.  Die  Gleichungen  (31) 
■ad  (32)  ergeben  sich  vielmehr  erst  dann,  wenn  mau  die  Forderung 
nbtellt,    dass   die   Formeln   mit   den  Tatsachen  der   Beobachtung 

anstimmen  sollen.     Weiti  rt  die  Aufstellung  dieser  For- 

sch jetzt   wieder  d  igen  (33)  und  (33').      Wenn 
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somit  in  beiden  Fällen  die  Grössen  5'  -und  S^  mit  5  durch  dieselben 
Gleichungen  (9)  verbunden  sind,  wenn  forner  die  Ausdrücke  (22') 
für  M,  N,  M'  und  N'  sich  schliesslich  za  (22)  vereinfachen,  und 
zuletzt  auch  die  Grössen  Z^,  Z^  .  .  .  durch  dieselben  Gleichungen  (32) 

von  X,  L\  V^  W  abhangen  und  dieselben  Bedingungsgleichungen 
(31),  (33)  und  (33')  bestehen,  so  unterscheiden  sich  beide  Fälle  doch 
in  der  Art,  wie  die  einfacheren  Ausdrücke  für  M,  N,  M',  N'  und 
die  Gleichun^^en  (31)  und  (32)  gewonnen  werden,  und  ferner  in  den 
Werten  X,  r/,  V,  W.  Denn  die  Differentialgleichungen  (23)  verein- 
fachen sich  durch  die  Substitution  sin  t^'  «  od  zu 


dX 

aU 

dz 


ilz  \       '    sin*gpv 

(230 


ii-f^ a£'(»K4-(/(l-.4sinV)) 

dz 

d,t'\r 


^      ^' 


=  aB'(X+  V) 


In  entsprechender  und  leicht  übersehbarer  Weise  erhalten  wir  an 
Stelle  der  Werte  (26)  viel  ei u fächere  Ausdrücke,  wenn  wir  siniJ;A'=OD 
einsetzen.  Die  Vergleichung  aller  dieser  neuen  Formeln  mit  den- 
jenigen, welche  Herr  Professor  Von  der  Mühll  unter  der  Annahme 
erhalten  hat,  der  Lichtäther  sei  incompressibel ,  zeigt  ausserdem, 
dass  diese  Annahme  genau  dieselben  Formeln  liefert  wie  die  An- 
nahme ^  =Q0. 


e.    Cauchy's  Annahme  p  <  0. 

Auch  die  Annahme  p  <  0,  Pj  <  0  muss  auf  die  Uebergangs- 
ßchicht  ausgedehnt  werden,  so  dass  auch  qm'  <  0.    Daraus  folgt: 

tan if;  -=  —  iß,     tan  v'  —  ±iß',     tanij'i  —  ißi 

Dabei  sind  ß,  ß'  und  ß^  Functionen  von  sin  q>, 

Eliminiren  wir  L  und  L^  aus  den  Gleichungen  (20)  und  sub- 
stituiien  tani^/  —  —iß,  tan  xpi  —  «ft,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung 
von  6"  und  S^  wieder  die  Gleichungen  (9).    Es  wird  aber: 


(22'') 


M-    ??^^ ^ V 

cos  7,    r^ß^r* ^  ßi'Q^f-i-q4>  '^ 

;     'i  fzß-U 

Pi+9ißi    Pzß+i^+ßi^qsß+q*) 


cos  tf,  Pzß+r4-z-ßi{qsS-H^) 


M'  ^  '^'?-    l X 

sin  q>j   Psß+P^+ßii'h^ +9*) 


iM|  m. 


5.^+«! 


Pi+*lißi     pJ+P*+ßi*^^:ß+'l*) 

N' «  ?!!L? 1 X 

sin  9,   Psß+P*+ßAsß+*l*) 

i  P»+73ft     P^ß+P^+ßii'hß+l*)  1 

IMe  Grössen  ^,  ^  .  . .  sind  mit  JC,    Ü^  T,    »r  durch  die  Glciclmngen 

(25)  Ycrbnnden.  Die  Werte  für  X,  l\  T,  W  ergeben  sich  un- 
mittelbar wieder  aus  den  Gleichungen  (26).  Aus  den  Difforoutial- 
gleichungen  (23)  und  den  Anfangsbedingungen  (24)  folgen  anoh  jetzt 
die  Relationen  (27)  und  (28)  und  daraus  die  Relationen  (*J9)  und 
(30).  Die  Vergleichung  der  Formeln  mit  den  Tatsachen  der  Erfahrung 
kann  hier  auf  einem  ähnlichen  Wege  geschehen,  wie  ihn  Herr  Pro- 
fessor Von  der  Mühll,  Math  Ann.  V.  S  551  bis  S.  556  eingeschlagen 
hat.  Wir  wollen  nur  noch  zeigen,  dass  auch  in  diesem  Falle  die 
Erhaltung  der  lebendigen  Kraft,  d.  h.  die  Gleichungen  (U)  erftlllt 
sind.  Den  Nachweis  für  die  erste  dieser  Gleichungen  haben  wir 
bereits  früher  geliefert,  weil  die  Werte  M,  N,  M\  -V  sich  nicht 
verändert  haben.  Aber  auch  die  zweite  Gleichung  wird  immer  be- 
friedigt. Denn  setzen  wir  die  Werte  (22")  in  dieselbe  ein,  so  er- 
balten wir: 

m^  füg  m^ß-\-mi 

Pi+^ißi    P%+a%ßi     Psß+Qißßi+P^+'hßi 

e 


h 


(P3ß+a^ßßi+p^+'i*ßi) 

Aas  den  Gleichungen  (29)  folgt: 
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l* 


m< 


+ 


Pi+aißi   Pt+'iißi    Psß+Qsßßi+P^'-i-Q^' 
Pi  P'i  Piß+p^' 

Pi+üißi    Pt+q^fli   Pzß+^hm+Pi'+Qißi 


=  ,.  (pz'n^itßßi+p*'+ai'ßi) 


Nehnicu  wir  diese  Gleichung  für  «  «=  c  und  beachten,  dass  in  der- 
selben die  zweite  Determinante  gleich  null  ist,  so  erkennen  wir,  dass 
die  obige  Bedingung  stets  erfüllt  ist. 
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XIX. 

Ueber  Transversalenschnittpunkte, 
Transversalenteilwinkel  und 
Transversalenteilstrecken  im  ebenen  Dreieck  und 

Tetraeder. 

Von 

Heinrich  Seipp. 


Sie  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  s6ien  als  Fandamcntalliincu  eines 
trimetrischen  Punktcoordinateusystems  durch 

dargestellt.  Irgend  dreien  Ecktransversalen  AX^  BY^  CZ,  welche  in 
demselben  Pnnkt  P  im  Innern  des  Dreiecks  zusammentreffen,  ent- 
sprechen dann  die  Gleichungen: 

fi/J  — vy  — 0,     — Ao-|-vy  =  0,     Aa— f*^  — 0 

V     X    X 
Hierin  bedeuten  die  Quotienten  -»  -*  -    die    Sinusverhältnisse    der 

II      V     (l 

Ton  den  Transversalen  und  den  betreffenden  Dreiecksseiten  einge- 
schlossenen Teilwinkel,  und  zwar  ist 

V  __  sm  CA P      X       sin  AB P      ^t  _  sin  BCP 
^  ""  sin  BAP'     V  ""  sin  CBP      X  ""  'Biü~ACP 

Dio  hieraus  unmittelbar  sich  ableitende  Relation 

sin CAP  smABP  sin  BCP 
^^^  sinPAB '  sin PBC '  sin PCA  "*  ^ 
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drückt  sonach  die  Bedingung  aus,  welche  erfüllt  sein  muss,  wenn 
die  Drcicckstransversalen  einen  gemeinsamen  Schnittpunkt  besitzen 
sollen: 

„Die  drei  Ecktransversaleu  im  Dreieck  treffen  sich  in 
„dem  nämlichen,  seinem  Innenranm  angehörigen  Punkt, 
„wenn  das  Product  der  Siuusverhältnissc  je  zweier  zu- 
„sainmcngehörigon  Dreiecksteilwiukel ,  in  der  cyklischen 
,, Reihenfolge  genommen,  gleich  der  Einheit  ist.* 


4( 


Es    bezeichnen   nun    a\   ß\    y*    die  Dreilinieucoordinatcu  jenes 

Transversalenschuittpunktes  i*  und  --.  -.      die  Verhältnisse  der  durch 

*  m    o    q 

den  letzteren  auf  den  drei    Transversalen  gebildeten  Abschnitte  und 

zwar   jedesmal    das    Vorhält niss  des   dem    Eckpunkt   benachbarten 

Transversaleuabschuitts   zu   dem   der  Gegenseite    zunächstliegenden. 

Alsdann  hat  mau  z.  B   aus  der  obigen  Gleichung  der  Transversalen 

JiY: 

Für  die  Transversale  AX  folgt  nach  der  Theorie  des  Teilpnnkts: 


c  smJff. 


ci*  =» und 


^         •..!-_     y^ 


711  ,  m   , 

7+1  7+1 

wobei  yx  den  normalen  Abstand  des  Punktes  X  von  der  Geraden 
Aß  bezeichnet.    Man  hat  somit  andererseits  auch: 

a  l 


Y  yx 

oder,  wenn  noch  d  für  den  Inhalt  des  Dreiecks  ABC  gesetzt  wird, 


o' 

2^/     m 

/^ 

yx 

Zur  Bestimmung  von  yx  combiniren  wir  die  aus  der  Figur  zu  ent- 
nehmende Relation: 

cyx+bfix^  2^f 

mit  der  aus  der  Gleichung  der  Transversalon  AX  folgenden  Gleich- 
heit: 

Px--.)'x 
und  erbalten: 


im  tbenen  Dreieck  und  Tetraeder.  377 

yx  =  ■     .  -7- 

cu  -r  l.y 

Hiermit  crgicbt  sich  für  das  obige  Coordiuatonverliältuiss  -    der 

Wert :  ' 

«'       *'**  ~f"  ''•'    "* 

ans  dessen  Gleichsctzung  mit  -r  endlich  das   Teilstreclicn vorhält iiiss 
für  dio  Transversale  AX  sich  borechnet,  nümlich: 

m  ^v 

/  =  ^  J.3   T~  1  ■•     Durch  iMitsprechiMide  Buchstabcnvcr- 

tauschuii'Z  folgt  hieraus: 

(2)  ^     o  Xv 

\^f  <     -  =-  h. r   7-     und 

q  _  Xil 


\      p  '  a^v-j-  bkv 

Mit  dem  soeben  erhaltenen  Ausdruck  für   .    und   dem    frülieren  für 

a'  berechnen  sich  unter  Anwendung  entsprechender  Buclisnbenver- 
taaschuug  nun  leicht  auch  die  Dreiliniencoordinaten  des  Transver- 
salcDSchoittpuukts  /'.    Muu  erhält: 


aiAv-\-bkv-\-cku 

./  .  .2J  -'* 

'  tiAV  -\-  hkv-\-ckfl 


Anwendung   auf   einige   besondere    Fälle. 

1)   Sind   dio    Ecktransversalcu    die   Wiukclhalbirungslinieu    im 
Lrcieck,  dann  wird  A  =  ,u  «=  v  und  damit 


d.  b.  gleich  dem   Radius  des  dem  Dreieck   AHC  oinbeschriebencn 
Kreises,  wie  bekannt. 


3 
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2)  Sind  die  Ecktrausversalen  die  Medianen  des  Dreiecks,  dann 
lauten  ihre  Gleichungen: 

ysiuC— /Jsiu-Ö  —  0,     «sinA  —  y8inC=  0,     —  «sinil+z^sinB  —  0 

und  es  ist  dementsprechend  in  (3) 

,  sin  £f  ,  sin  C 

^         sm  A  sm  A 

zu  setzen     Damit  erhält  man  zunächst 

sinJffsinC 


a'  =  2J. 


a  siü  B  Hin  C'{'h  sin  A  siuC-|-csin^8iu£f 
Zur  Vereinfachung  dieses  Ausdrucks  kann  man  sich  u.  a  der  Formeln 

sin  jB  sin  (7=  - 

a 

und 

asin/^sinC4-^sini4sin  C-^csin^lsinff  =:  %    ■ 

bedienen,  in  welchen  g  den  Abstand  irgend  zweier  zusammenge- 
hörigen „Nebenhöhenfusspunkte"  bezeichnet,  d.  h.  den  Abstand  der 
Endpunkte  der  von  dem  Fusspunkt  irgend  einer  Dreieckshöbc  auf 
die  Nachbarseiten  gefällten  beiden  Lote.  (Vgl.  §  1,  sowie  die  For- 
meln 32  und  134  in  des  Verfassers  Schrift:  „Beiträge  zur  Kenntnis 
der  Eigenschaften  des  ebenen  Dreiecks/^  Halle  a./S.,  1886).  Mit 
Benutzung  jener  Formeln  und  der  Beziehung 

-    -  ha 

worin  der  Index  a  die  zur  Höhe  gehörige  Dreiecksseite  andeutet, 
folgt  nun: 

tt'  —  ö^     Ganz  entsprechend  ist: 
o 

ß'  =  l'    und 

wodurch  der  bekannte   Satz  vom  Dreiecksschwerpunkt  bewiesen  ist. 

3)  Lauten  die  Gleichungen  der  Transversalen: 
ycos-ß  — /JcoiC  «  0,     «cosC  — ycoSi4  —  0,      aconH  —ßcosA  —  0 
ist  also 
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fl         COS  A       V        COS  A 


i  ""  COS  Ä      X       cos  C 
dann  ergiebt  sich  zunächst: 

COS-Y 


o'  -  2^. 


aCOS  A  '\'b  cos  ^-)-cCOS  C 

und  nach  kurzer  Rechnung  schliesslich 
ebenso 

/5'  =  rcosH,     y'  =-  rcosC 

Punkt  P  ist  in  diesem  Falle  das  Centrum  dci  dem  Dreieck  umschrie- 
benen Kreises  Tom  Radius  r 

4)  Aus  den  Gleichungen: 

ycotC — ßcosB  «  0,      acosA  —  ycos6'  =  0,      « cos ^  — /5 cos ^*  =  0 

fQr    die  Dreieckshöhen   liefern   die  Ausdrücke   (3)    die  Coordiuatcn 
des  Uöhenschnittpunkts  : 

O*  —  2rC0B^C0sC,     ß'  =^  2rC08-4cOS6',  /  =  2rCOS^C08  D 

Bei  der  hierzu  erforderlichen  Rechnung  kann  die  Formel 

aCOS^COS  C-f-^C0Si4C0S  C-J-CC0S-4C0SÄ  '^  g 

(1.  c.  f  47)  zur  Anwendung  gelangen. 

5)  Die  Gleichungen  der  Transversalen  von  den  Eckpunkten  A^ 
B^  C  nach  den  gegenüberliegenden  Berührungspunkten  des  dem 
Dreieck  einbeschriebenen  Kreises  ergeben  sich  leicht  wie  folgt: 

cos'ö"  y  "—  ^os-  .y  p  —  0,     cos'  2**  ""  COS*  ^  y  =  0 
—  cos*  «-  «  +  COS*  -  /?  —  0 

Sie  lassen  den  bekannten  Satz  erkennen,  dass  die  Berührungstraus- 
versalen  sich  in  demselben  Punkte  treffen.    Da  ferner  hier 

cos*  2  cos*  ^ 


fi  —  A -T    und    V  =  A 

cos*  2  cos*  2 


to  geht  der  erste  der  Ausdrücke  (3)  über  in 
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cos'  q^cos*-^ 


acos'  -y  c^^    2  +  ^cos*  öCOS*  2  +  <?C08*  2  cos'  -^ 

wofür  man,  wenn  mit  Hilfe  des  Sinassatzes  b  und  c  in  a  ausgedrückt 
werden,  auch  scbreiben  kann: 

2^  cos'  -  eos*  j  sm  ^l 

cos'  .,  cos'  -:  81  n  .4  -|-  cos*  «  cos*  ^^  sin  /^  +  cos'  -  cos'  ^  sin  C 

Nun  ist,  wie  leicht  zu  erweisen: 

»^  2^'  i    1  2-*  2^    •      O    I  2^  2^     •      ^ 

cos'  2  cos' ^s'n  -^  +  cos'  2 cos'  -asiu  £?+  cos'  ö  cos'  ^  sm  C 

—  2cos  -»^cos  gCos^  ll  +  8in  -«  sio  "ö"°o  j 

Hiermit,  und  da  bekanntlich 

a'sin  -ösinC  a 

^        2sin^       '     2sin^  *** 
also 

-  -  sin-*i  «=-  rsin  A  sin  Bsiu  C 
a 

ist,  reducirt  sich  der  obige  Ausdruck  auf 

B        C 

•       j     •       v«    ■      y«  cos   11  vOB  '«^ 


a' 


' :   .  A     B  .  a       ^   A 

1  -j-  8in  y  sin  2  8in  -^  cos  „ 


oder  auch 


I  8r  8in  2"  81«' .j  8in -jj  .^        ^ 

•       «'  -  —-Ä—JT-C  «=«"*  2«=°"*  -2 
l+sin-gSin-öSin- 

Cyklischo  Buchstabenvorfauschnng  liofcrt  weiter; 

o    .    ^  .   B  .    C 

Srsin-^sm-^sin  2         ^         ^ 

^,   -  --     -^— ß— c':ös*2'=°«    2 
l+sin-ösin-ösin  2 
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anch  noch  eine  nahe  liegende  stereometrische  Dentang  zn,  wie  sich 
dies  in  der  angezogenen  Schrift  (|§  95,  106  und  107)  in  Bezog  auf 
Formel  (4)  und  speciell  für  die  zu  den  vier  Tangimngskreisen  des 
Dreiecks  gehörigen  Berfihningstransversalen  aosgefflhrt  findet  Formel 
(4)  würde  in  der  gedachten  Schreibweise  lauten: 

AX.BY.cz  =AX,BY.PZ+AX.CZ.PY+BY.CZ.PX 

nnd  den  allgemeinen  Satz  ergeben: 

„In  jedem  Dreieck  ist  das  senkrechte  Parallelepipedon 
„aus  irgend  drei  Ecktransversalen  mit  gemeinsamem  Schnitt- 
„punkt  gleich  der  Summe  der  rechtwinkligen  Parallelepi- 
„peden  aus  je  zweien  jener  Ecktransversalen  and  demjenigen 
„Abschnitt  der  dritten,  welcher  der  Dreiecksseite  anliegt/' 

Sollen,  um  einiger  einfacher  Specialfälle  zu  gedenken,  z.  B.  die 
drei  Verhältnisse  in  Formel  (4)  bzhw.  (5)  unter  sich  gleich  sein,  dann 
folgt  für  jedes  derselben  }  bzhw.  |,  was  bekanntlich  zutrifft,  wenn 
P  der  Dreiecksschwerpunkt  ist  Ferner:  Sind  zwei  Transversalen 
durch  den  gemeinsamen  Schnittpunkt  P  von  den  Ecken  aus  im  Yer- 
hältniss  5  :  1  bzhw.  2  :  1  geteilt,  dann  wird  —  wie  Relation  (6) 
lehrt  —  die  dritte  Transversale  durch  Punkt  P  halbirt    U.  s.  w. 

Der  Schnittpunkt  P  der  Dreieckstransversalen  liegt  ausser- 
halb des  Dreiecks,  wenn  zwei  der  crsteren  Teillinien  der  betreffen- 
den Aussenwinkel  sind.  Gehört  z.  B.  der  Schnittpunkt  (Pa)  dem 
Innenwinkclraum  von  A  an,  so  lauten  die  Gleichungen  der  drei  Trans- 
versalen : 

fiß^  vy  ^  0,    ka+vy  -=  0,    Ao-f-fi/J  =  0 

und  es  sind  in  den  Ausdrücken  (2)  einfach  nur  ^  und  t  negativ  zu 
setzen,  während  das  Vorzeichen  von  -  ungeäudert  bleibt.    Auch  das 

Teilungsverhältniss  ^    erhält  das  Zeichen  —  ,  da  der  Teilpunkt  der 

Transversalen  ÄX  auf  deren   Verlängerung   liegt.    Demgemäss  hat 

man  jetzt: 

m  — aiiv 

■"  /    ^  ökv+fk(i 

o  +bkv 

^     '  ^         n        — afiv-\-ckii 

q  +ckii 


und  es  folgt  hiermit  weiter: 
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m  —  aiiv 


+ 


n  +  o        —  ayiV-{-bkv-\- ck^k 


A_ß..^  +<^V 

Endlich  lautet  Formel  (4)  jetzt 

PaX.    p  y  p  z 

wobei  2;j:-f  -^^  und  •—  ^^^  Verhältnisse  der  betreffenden  Strecken 

nur  dem  absoluten  Wert  nach  angeben.  Der  durch  Vi  bzhw.  Pe 
angedeuteten  Lage  des  Transversalenschnittpunkts  im  luncnwinkel- 
raam  von  B  bzhw.  (7,  aberi'gleichzeitig  im  Aussenwiukclraum  der  jewei- 
ligen beiden  andern  Dreieckswinkel  entsprechen  ebenso  die  Formeln : 

/  PiX      i\  Y  .    PkZ      ^ 

KÄx-in  +  c-z-^  «"^ 

^**^  j  PcX      1\Y_  PcZ 

r  AX^  BY        CZ~  ^ 

Beispiel.  Trägt  man  die  Seitenlange  AC  über  C  hinaus  bis 
Y  und  AB  über  B  hinaus  bis  Z  noch  einmal  ab,  so  treffen  die 
Transversalen  BY  und  CZ  die  dritte  Transversale  AX  in  ihrer  Ver- 
längerung. Die  Goordinaten  des  gemeinsamen  Schnittpunkts  Pa  be- 
stimmen sich,  da  hier 

BZsin  B 


k  "^ 

sin  BCZ               CZ 
smACZ          AZsiüA 

oder 

und  ebenso 

CZ 

* 

H              siuB 
l           2  sin  -4 

V            sin  C 

wird,  wie  folgt: 

l           2smA 
«  =  -  -3- 

ß  =+    3 

y  -  +    -x 

y'  — 3F. 
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X[Am 


jf(iV(0'\'BXvm'\-Clfgm'\-DX(iv 


(12) 


-^fivw-|-  ß  Iva  -j-  CAftoo-f-  -öAfiv 

1)  Halbiren  die  Transvergalebenen  die  Fl&chenwinkel  des  Tetra- 
eden, ist  also  A  —  ^  =  V  —  (0,  dann  reduciren  sich  die  Formeln 
(12)  auf 

die  Centmmscoordinaten  der  dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Kugel 
(seiner  inneren  Berührnngskngel). 

2)  Sind  die  Kantentransyersalebenen  je  durch  die  beiden,  von 
Mitte  der  betreffenden  Tetraederkante  ansgehcnden  Schwerpunkts- 
tranaversalen  zweier  Tetraederflachen  hindurchgelegt,  endigen  also 
die  £cktrans?ersallinien  in  den  Schwerpunkten  der  letzteren,  so 
können  die  Gleichungen  der  Transversalebenen  geschrieben  werden: 

hß.a — Aji./3  —  0,     hc.ß  —  Äi?.y  — 0,     hjß.y  —  hc.ö  ^  0 
hc»<»  —  Ä^.y  =  0,    Ä/;.j3  — ÄÄ.d  =  0,    hj).a  —  ÄA.d  — 0 

Die  Substitution  von 

in  (12)  liefert  zunächst: 

Ol- ^^_      __ 

"   ^^^'AhA  +  BhB+^'hc+hh/J 

und  mit 

ji=    .       .  n    mm         -        U.    S.     W. 

Ka  '  hB 

a'  —  ^  ;    ebenso    ß'  -  ^^       /  -  ^' ,      «'  -  ~ 
die  Goordinaten  des  Tetraederschwerpunkts,  die  auch 

a.  s.  w.  geschrieben  werden  können. 

Die  Ergebnisse  der  Torstehenden,   auf  das  Tetraeder  sieb  be- 
ztehenden  Betrachtugen  müssen  auch  gnltig  bleiben  fOr  den  Fall, 
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XX. 


-Anwendungen  von  Dühring's  Begriffe  der 

Wertigkeit 


Von 

K.  We88ely 

in  Brflnn. 


Xm  Jahre  1884  erschien  ein  Werk  Dühring's  „Nene  Grundmittel 
^    Srfindangen  zur  Analysis  und  Algebra  etc/S  in  welchem   die 
^^^^dzüge   einer   neuen   Rechnungsart,   einer  Wertigkeitsrechnung 
c^^^^Wickelt  werden. 

Dflhring   selbst   nennt  diese  Rechnungsweise  ein   unbeschränkt 
^^itor   tragendes  Grundmittel,  wie  es  ihrer  Zeit  die  Differential- 
^^chnnng  war,   in  dessen  Gebrauche  die  Grenzen  noch  keineswegs 
••^gOBteckt  sind. 

Der  Yorliegende  Aufsatz  hat  den  Zweck,  auf  eine  specielle  An- 
wendung von  Dühring's  Begriffe  der  Wertigkeit  hinzuweisen,  und  soll 
zeigen: 

Erstens,  dass  es  algebraisch  definirto  Ausdrücke  gibt, 
durch  welche  sich  „vectoren^^  repräsentiren  lassen; 

Zweitens,  dass  das  algebraisch  ausgeführte  Product  zweier 
»vector  grossen'^  oine  Grösse  derselben  Art,  also  wieder 
einen  yector  gibt,  und 

Drittens,  dass  eine  derartige  vector  grosse,  mit  einem  be- 
stimmten  zweiten  vector  das  Product  null  geben  kann,  ohne 
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dass  das  Product  der  ersten  ürOsse  mit  jedem  beliebigen  Tector 
null  sein  müsste. 

Dieser  letztere  Punkt  scbeint  mir  insofern  von  Interesse,  als  in 
den  Beweisen  von  der  „Unmöglicbkeit  complexer  Grössen  böberer 
Ordnung^'  als  selbstverständlich  vorausgesetzt  wird,  dass  man  mit 
einem  sogenannten  „Teiler  der  Null"  nicht  rechnen  kann. 

Die  Gleichung: 
hat  drei  Lösungen 


x» 


.V3  ,      .V3 

Daraus  folgt: 


«1  —  1     a,  =  -i+»-y,    a,  =  — ^  — »   2 


Wenn  man  eine  Grösse  k  definirt,  dadurch  dass  man  sagt,  ihre 
dritte  Potenz  soll  gleich  der  positiven  Einheit  sein,  so  ist  diese 
Definition  unvollständig,  oder  k  ist  unbestimmt;  es  bleibt  stets  noch 
willkürlich  unter  h  einen  der  drei  Werte  Oj  oder  a^  oder  o^  vor- 
zustellen. 

Wenn  man  aber  dennoch  mit  dieser  Grösse  h  rechnen  will, 
unter  Beibehaltung  ihrer  Unbestimmtheit,  so  ist  es  von 
selbst  verständlich,  dass  eine  Rechnungsweise  derart  eingerichtet 
werden  muss,  dass  von  dieser  unbestimmt  gelassenen  Grösse  X;  nur 
ausgesagt  wird,  was  in  gleicher  Weise  richtig  bleibt,  ob 
man  unter  k  sich  «i  oder  «^  ^^^^  "z  vorstellt,  das  heisst  derart, 
dass  jode  Gleichung  in  der  k  vorkommt,  richtig  bleibt ,  sowol  wenn 
man  a^  als  auch  wenn  man  a^  oder  a^  an  Stelle  das  k  substitoirt. 

Zum  Beispiel  also  wird  k^  stets  durch  die  Einheit  ersetzt  werden 
können,  weil  sowol 

Ui^  =  1    als  auch    a,*  »  1    als  auch    a^*  =  1    ist 

Man  wird  aber  nicht  etwa  k  —  k*  durch  Null  ersetzen  können; 
denn  wenn  auch  a^—  a^^  =-  0  ist,  so  sind  doch  «, — a,*  nnd  »t— ^«s' 
von  null  verschieden. 

Oder: 

Einen  Ausdruck 

wird  man  nach  der  zu  Grunde  gelegten  Definition  der  Grösse 

nur  dann  als  identisch  null  bezeichnen  können,  wenn  gleichzeitig  die 

drei  Gleichungen 

a-j-«!^ +  «!*<?  "■  0 
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riehtig  sind;  oder  alfo  wenn 

a  —  0,    6  =  0,     c  —  0 
Es  iflt  eben  definitionsgemäss  der  AnBdrnck 

a  +  kb  +  k*e  —  0 

nichts  anderes  als  eine  kürzere  Schreibweise  des  simnltanen  Systems, 
und  die  Unbestimmtheit  des  k  hat  znr  Folge,  dass  eine  Gleichung 

a  +  kb+k^c^O 
nach  sich  zieht: 

a  =r  0,    6  =  0,    c  —  0  ö) 

Es  gilt  also  k  als  eine  „beschränkt  willkürliche^'  Grösse, 
oder  nach  Dühring  als  eine  „mehr wertige''  Grösse.  Specieli  im 
vorliegenden  Fall  ist  k  an  die  Bedingung  gebunden :  X;'  —  1 ;  also 
eine  ,.dreiwertige"  Grösse.  Dieser  besondere  Fall  soll  im 
folgenden  eingehender  betrachtet  werden. 

Addition« 

Nach  der  Definition  von  k  ist 

a+kb  +  k^c 

eine  kürzere  Schreibweise  für  den  Wertecomplex 

a'\- ttf  b-^-a^^c 

analog  ein  Ausdruck 

a'^kb'+k*c' 

Als  die  Summe: 

S  —  (a+kb  +  k*c)+(a'  +  kb'+k*c') 

soll  deijenige  Complex  dreier  Werte  definirt  werden,  welchen  man 
erhftlt,   wenn  man  in  S  für  I;  der  Reihe  nach  seine  3  Werte  setzt, 

also: 

IS^  —  a+a^b+a^^c  +  a'  +  a^b'+ai^c* 
S^  =  a+'a^b  +  a^'e+a'  +  a^b'  +  a^^c' 

Dieser  selbe  Wertecomplex  wird  aber  nach  der  ursprünglichen  De- 
finition Yon  k  auch  dargestellt  durch 

5'  -  (a+aO+*(ft+*0+*'(ö+c') 
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woraus  nach  der  definitionsgemässen  Unbestimmtheit  der  Grösse  h 

folgt 

a  >»  xai 

h  —  xb^ 

c  '=»  xr^ 

welche  drei  Gleichungen  dasselbe  ausdrücken,  wie  die  einfache  Glei- 
chung ß  =  xa,  nämlich,  dass  der  variable  Punkt  B  sich  stets  auf 
der  Verlängerung  von   OA  befindet. 

Hamilton  Th.  I.    Kap.  II.    §.  22. 

Die  Gleichung  der  Ebene  AGB  wird  dargestellt  durch 

worin  x,  y,  z  Sealaren,  d.  h.  absolute  Zahlen 

a  und  ß  constante  gegebene  vectoren 
und    y  den  yariablen  vector  eines  Punktes  C  bezeichnet. 

Substituirt  man  wieder 

y  »^  a  -{-ifcft  -j-Är'c 
SO  folgt  aus: 

oder 

(xa^+ya^  +  Ma)+h(xbi  +  yb^+Mb)+kHxei+pe2+»e)  =  0 

xa^'\'ya^'\'Za  —  0 
xb^-\-yb^']~9b  =  0 
a:  Cj -j- y  Cj -j- «c  =  0 


und  daher 


0  =  a(&i<?8— ^,C|)-f-*(«aCi  — OiC,)  +  <?(oi*i~"^*i)—ö 


man  übersieht  unmittelbar,  dass  diese  letzte  Gleichung  und  daher 
auch  die  ursprüngliche  einfache  Gleichung  eine  Ebene  darstelt, 
welche  die  drei  Punkte  O,  A^  B  enthält. 

Sind  speciell 
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■o  ist 

die  Gleichang  der  Geraden  durch  die  zwei  Punkte  A  und  B.    Man 
erkennt  dies  ans  den  drei  Gleichungen 

acc, -f  yc,  =  (x+y)e 
and  kommt  direct  auf  die  Hamilt.  Formel,  indem 

a  +  kb  +  lc^c -_^^ 

d.  h. 

^""  ^'+y 

Hamilton  Kap.  IL    §.  25.    Hamilt.  Kap.  IL    §.  34. 

Wenn  man  von  4  in  einer  Ebene  liegenden  Punkten  ausgehend 
ein  ebenes  geometrisches  Netz  construirt,  so  haben  die  vectoren 
aller  auf  diese  Weise  bestimmten  Punkte  die  Eigenschaft  durch 
einen  Ausdruck  von  der  Form: 

xaa'-\-ybß-\'ZCY 
^  xa-{'yb-\'ze 

dargestellt  zu  werden. 

Besteht  zwischen  xyz  eine  Gleichung  ^  ten  Grades,  so  beschreibt 
der  Endpunkt  des  vectors  q  eine  Gurve  pter  Ordnung. 

Also  zum  Beispiel  in  dem  Falle 

4f'-j-y*-{-«'  — ary — zz  —  zx  —  0 

einen  Kegelschnitt 

Bezeichnen  A,  iiy  v  die  rechtw.  Coord.  des  Endpunktes  von  q, 
so  geht  der  obige  Ausdruck  über  in 

A+ *^  -t-  *  V  —  fca+yb+zc 


ara  «1  -}-  y6  Oj  -f~  'co, 
xa-\'yb-^zc 


3 


xabi-^ybb^-\'zeb^ 

^  xa'^yb'{'KC 
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Dieie  an  «cht  recht  dürftigen  Beispiele,  haben  hier  nor  den 
Zweck, xnr  Er  1  ante rnng  zn  dienen,  in  welchem  Sinne  die  drei- 
wertigen Grttosen  ein  dreidimensiouales  Zahlengebiet  begründen 
können. 

Mnltlplieation. 

Nach  der  Definition  der  Grösse  k  soll  jede  Gleichung,  in  der  h 
vorkommt»  richtig  bleiben  für  die  3  Substitutionen 

Setzt  man  für  das  Produet  zweier  Ausdrucke 

(a+JkÄ  +  it«c)     und     (a*-\-kh* +k'^c*) 
die  Form  voraus: 

X+kY-^-k^Z 
80  müssen  definitionsgemäss  die  Gleichungen  besteben: 

(a  +  a,6 +  a/tf)(a' +  «,&'  +  «,» c')  —  A'  +  ir,  r+crj«Z 

Dio  erste  Gleichung  gibt  mit  Rücksicht  [darauf,  dass   a^^  «  1    und 
«1*  =  «1 

«a'+ic'-Hrft'+ai {a&'+Äa'+cc'|  +a,«  j(k?'+W+ca'j  — -Y+a,  Y-\-a^^Z 
die  zweite  Gleichung: 

die  dritte  Gleichung: 

aa'+ic'+c&'+«8{aÄ'+fto'+w'}+C3«{ac'+i&'+«i'}  ^X+a^  7+a^*Z 

1  a,  «I» 


Da  die  Determinante 


1  or^  ^s* 
1  ««  fff' 


»8  «• 

den  letzten  drei  Gleichungen: 


nicht  verschwindet,  so  folgt  ans 


X=aa'  +  bc'+cb' 
Y=ah'  +  ba'  +  ec' 
Z—  ac'+bb'  +  ca* 

d.  h.  X|  F,  Z  sind   eindeutig  bestimmt,   oder   das   Produet   zweier 
Ausdrücke  von  der  Form: 

a  +  kb+k*c    und     a'+kb'+k*e* 

AnIi.  d.  Mftih.  B.  Phya.     2.  K«ilM.  T.  IX.  S« 
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OM 


OÄ  — 


COS^ 


die  Yectoren  OB  und  OC  werden  ihrer  Länge  und  Richtung  nach 

zu  bezeichnen  sein  mit: 

OB  ^Sk 

Die  Vectoren 

MA^g^,    MB^g^,     MC  ^  g^ 

werden  hiernach  dargestellt  sein  durch 

MA  '^  MO+OA-^  —OM+OA  =  —(l+k+k*)  +  3 

=  +2— ifc— A« 

MB  =  3/0+  OB  =  —  0M+  OB  =  —(l+k+k^+3k 

=  — l-|_2ifc— ifc»  — ifc(2  — ib  — it*) 

MC  «  M0+  OC^  -  OM+  OC'^  —  (1 4-ib+r)  +3Jfc« 

Die  Yectoren  g^  und  ^s  gehen  also  aas  g^  hervor  durch  Multi- 
plication  mit  k  respective  k*;  das  ist  nach  früherem  selbstverständ- 
lich, weil  ja  die  Winkel,  die  diese  Yectoren  mit  einander  bilden, 
gleich  sind  dem  dritten  Teil  einer  vollen  Umdrehung. 

Jeder  beliebige  Yector  der  Ebene  (E)  lässt  sich  nun  schreiben : 

9*  ==-  ^ffi  +  l*9i 

Soll  g*  speciell  den  auf  g^  senkrecht  stehenden  Yector  bezeichnen,  so 
müssen  l  und  fi  so  gewählt  werden,  dass  der  cos  des  Neigungs- 
winkels zwischen  g*  und  g^  gleich  null  wird. 

Die  cos  der  Neigungswinkel  von 

g^  —  2-1— A:« 

sind 

2.-1  -1 

C08«-V6'    ^^^'^""V6'    ^^^y=v^ 
Die  cos  der  Neigungswinkel  von 


sind: 


2A  — f*  ^  2(1^-1 

coaa*  -=«  -. —  — -,     cosp'  — 


cosy'  =    , 
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die  Bediognng 

ist  daher: 

4A-2f»  — 2^+X+^+A-O 

6A»3fi  — 0 
Es  wird  daher 

ein  auf  g^  senkrecht  stehender  Yector  der  Ebene  (£)  sein. 

Man  gelangt  einfacher  zn  diesem  Resaltat,  wenn  man  flberlegt, 
dass  gigfg%  nnter  einander  Winkel  Ton  120®  bilden;  folglich  mnss 
die  Diagonale  im  Parallelogramm,  das  ans  g^  nnd  —g^  gebildet  ist, 
mit  g^  einen  Winkel  Yon  90®  bilden.  Diese  Diagonale  wird  aber  nach 
den  Segeln  der  Addition  in  ihrer  Richtung  dargestellt  durch  die 
Snmme: 

Snbstitnirt  man  die  frttheren  Ausdrücke  fllr  g^  und  g$y   so  erhält 


g'  «.  (— i  +  2ifc— ifc«)— (— 1  — ifc+2ifc«)  -  3*— 3*«  =  3(ib— *•) 

Der  absolute  Betrag  des  Yectors 

g^  —  2  — i  — ifc« 
ist  gleich  

mod^,  -  V'4+1+1  -  V6 

es  wird  daher  der  Einhtitsvector  in  der  Richtung  von  gg  zu 
schreiben  sein: 

Der  anf  j,  in  der  Ebene  (£)  senkrechte  Vector  hat  die  Richtung 
»— *»;  es  wird  daher  der  anf  j  senkrechte  Einheitsvector  zu 
•chrtiben  sein: 

und  der  Einheitsvector  in  der  Richtung  l4-*"r*   " 
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^        <rco8/3  ^  % 

etMVL  '^        COSp.COS —        COSp.- 

cosv  —  lin/^ 

Fftr  den  Radios  der  ersten  Krümmung  folgt  : 

d*»  icoB^ß         acosß       .  cos'^  .   <rco8/3 

3-=  — •  cos j . sin 

da'  a  0*^0  a 

<i*0       cos'j9|  <rcos^      .  .    acos/TI 

5ii  -  -T-  [— ««»-^ ^""  -^-J 

Der  Ansdmck  in  der  ELlammer  ist  ein  Yector  vom  absoluten  Betrag 
gleieli  der  Einheit  und  stellt  den  Richtnngscoefficienten  des  KrQro- 
moDgsradias  dar,  d.  h.  es  ist: 

ÜÄ  —  -  tcos —  ;  sin 

und  der  absolnte  Betrag  von  ^  ist  gleich  d.  h.  es  ist 

cos'jJ 

Ben  Radius  der  zweiten  Krümmung  erb&It  man  nach  der  For- 
mel (1): 

Ur        dUR  .    1    dg        cos/?r.  .    tfCOS/?  tf COS/9 1 

—  —  — r-  +  0x1^  » Sin ;cos 

r  de     *   R  da  ^     L  ^  **    J 

,  cos*/Jr            ^  .    acosß  .  .      ^        acos/J  ,  ,  .   J 
-{ ^  —tcos /3  sin  — -^"H-icos/J.cos ^+Z8in/3 

.  fcos  ß      cos'/^l   .   <F  cos  i? 

sm 


[cos/?_  cos^/?1 
a  ^J 

,     r      cos /J  ,   cos'/JI       tfCOSi? 

+  ; cos 

-4-1 .  sinp 

Jcosj^sinV    .   tfC08/Jl 

=  i  .  sin 

[        a  a     ] 

,     r— cossin*/?       aco%ß\ 

+4 — i — <^««-r-J 

,  cos*/?  sin /y 
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ür      COS /? ging r.  .   a  '    <FC08|J      .  .    -       tfcosj?  ,  ,        J 
—  — — -  I f Mn/Jsm      ^     —  j BmßeoB         ^  +  lco%ß\ 

Der  Modul  der  Klammer  ist  gleich 


1/  .  «^r  .  .<^cos/J  ,       .ff cos/3 1  ,       .^ 
J/  sin«/5  sio*  — ^  +  cos*         '^  +  cos«  |J  —  1 

daher  der  ahsolate  Betrag  des  Radios  der  zweiten  Krfimmuog: 


r  — B 


COS/^  .  %\Vkß 


Um  die  Coordinaten  des  KrOmmungsmittelpanktes,  rcsp.  dio 
Gleichung  der  Krümmungsmittelpunkscurve  zu  finden,  braucht  man 
nur  zum  Radiusvector  q  den  Radius  der  ersten  Krflmnang  zu 
addiren. 

Es  wird  also: 


w 


«■+«™ -•■[('•- »pj«)""^ 


+>[("-s|r,)«"^']+'.i"''' 

die  Gleichung  der  KrQmmungsmittelpunktscurve  darstellen,   ond  dio 
Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunkts  sind: 

,.       /  a    \       ff  cos/?       /  a    \    X 

« -  V"-  ^w  *=*"»— ^  -  y-  ^  •  ä 

{;=ff.sin/3»2  und  wenn  atg/3  =  &: 

^-cTr»^-''^^ +  »*"«'« a 

cos/3. sin/}  a  ^^       a*-|-6*    a       a*-|-Ä* 

r  = —  --—mä  .  cot  p  ■=»  •  i;  —  — 7 — 

a  cos'/}  ^  ah  0 

(         a«+&«\    »  b* 

J  —  l  a )  •  "  — 1  •  « 

\  a    /    a  ar 
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Die  Ausdrflcke  för  die  Geschwindigkeit  and  BeschleuniguDg  für 
den  Fall,  dass  die  Cune  als  eine  Fanctiou  des  Bogens  gegeben  ist, 
nehmen  die  folgende  Gestalt  an: 


dg      dg    ds        dg 
dt^dt'^^di'  ^ 

d^Q d^Q     j       dg    dv 


^R'^+± 


dg     dv 


R  ^    ds      dt 


das  heisst:  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  ist  zerlegt  in  zwei 
Componenten ,  und  zwar  ist  die  Compoueute  in  der  Richtung  des 
Badins  der  ersten  Krümmung  gleich 


R 
und  die  Coroponente  in  der  Richtung  der  Tangente  gleich 

dv 

Für  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  erhält  man 
d^Q       d^Q   ,  ,    ^d^Q 


dt^  "  ds^  ^"^"^  ^€i?  ""'  dt~^  ds  dt^ 


dv   ,    dg  tih} 
di 


d^Q  d^Q 

Snbstituirt  man  hierin  für  -y-^   und  ^  die  früher  gefundenen  Werte, 


so  folgt: 


«  UR 

r  1    .^^ 

Ä«'*     ds 

+  Ur 

r  v^ 

^  ds 

R' 

dh^' 

+  3 


V    dv 
R  lü 


Es  ist  also  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  zerlegt 
in  3  Componentcn;  und  zwar  ist  die  Componento  in  der  Richtung 
des  Radius  der  ersten  Krümmung  gleich 

v-  dR  ^^^v    dv 
""ä*  ~di^    R  di 

die  Componente  in  der  Richtung  des  Radius  der  zweiten  Krümmung 
gleich 


R.r 


und  die  Componente  in  der  Richtung  der  Tangente  gleich: 

Areh.  d.  Math.  n.  Phya.    2.  Keihe,  T.  IX. 
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Mag  Doch  zum  Schluss  als  Beispiel  für  die  Rechnungsweise  de 
bekannte  Satz  bewiesen  werden,  dass  die  Abbildung  durch  reciproli 
Radien  in  den  kleinsten  Teilen  ähnliche  Räume  liefert 

Ein  Vector 

hat  den  absoluten  Betrag 

mod^  =  ya;*-|-y*4~^* 
die  Längeneinheit  in  der  Richtung  von  q  ist  daher 


und  der  reciproke  Radius  p'  wird  zu  schreiben  sein: 

wo  der  Kürze  halber 
gesetzt  ist.    Hieraus  folgt: 
^P  ■"  ~2^Q  -2p  ^<ir 

.(da;       2x.^    \ 

(«^  _  2«      ) 
daher  der  absolute  Betrag  des  Elementes  dg* 

^.  .       1  /dx^+di/^+dz*  ,    4(x»+y*+t*)rfr^       4(rf/a-+Sfrfy+2rf2)^ 

mod^p'=^ j5 1 -^ ^ dr 

nachdem  nun 

*)  Vgl.  J.  Somoff,  Theoretische  Mechanik  pag.  61. 
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xdx-\'ydy-\'Z(lz  «  rdr 

heben  sich  die  beiden  letzten  Posten  weg,  nnd  es  bleibt: 

moAdg'  "*  1 1  / "^  ** 

SO  dass  der  Quotient  aus  zwei  entsprechenden  unendlich  kleinen 
Strecken  unabhängig  ist  von  den  Incrementcn,  was  gleichbedeutend 
ist  mit  der  Aehnlichkeit  zweier  unendlich  kleiner  entsprechender 
Dreiecke. 

Man  überzeugt  sich  nach  dieser  Methode  auch  leicht,  dass  der 
reciproke  Wert  der   einzige  ist,  dem  diese  Eigenschaft  zukommt. 


Anmcrkang  der  Red.  zu  Seite  403.     In  dem  Prodocte 

(l+ifc  +  it*)(a;+%  +  il*z)     für     A;» -»  1 ;     a;  +  y  +  «  —  0 

ist  nach  Definition  ein  Factor  null;  denn  diese  Aussage  ist  für  alle  Werte 
TOD  k  richtig.  Daher  ist  die  Aussage  an  jener  Stelle,  „dass  keiner  der  Fac- 
toren  als  null  bezeichnet  werden  kann^  —  nicht  gleichbedeutend  mit  der  Aus- 
sage ,  dass  keiner  der  Factoren  null  sei ,  was  nicht  der  Fall  ist.  Ueberdies 
führt  die  Definition  anf  den  Schluss ,  dass  jeder  Factor  weder  null  noch  nicht 
nall  isL  Da  diese  und  vielleicht  noch  andre  Ergebnisse  mit  der  gewöhnlichen 
Logik  nicht  im  Einklang  sind,  so  würde  es,  wofern  die  getrofifenen  Bestim- 
mungen über  vorliegende  Arbeiten  hinaus  Geltung  haben  sollen ,  unerlftsslich 
sein,  analoge  Distinctionen  wie  die  bei  stetig  variabeln  Elementen  gebräuch- 
lichen auch  hier  anzuwenden. 


17* 
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XVIII. 


Ueber  einige  specielle  Curven  höherer  Ordnung. 


Von 


Josef  Wesely, 


Professor  an  der  k.  k.  deutschen  StMatsgewerbescbule  zu  Pilsen. 


I. 

Die  Aufgabe:  „Sind  zwei  concentrische  Kreise  gegeben,  ein 
rechtwinkliges  Dreieck  so  zu  verzeichnen,  dass  die  vom  Scheitel  des 
rechten  \Vinkel8  auf  die  Hypotenuse,  welche  den  Radius  des  grösseren 
Kreises  bildet,  gefällte  Normale  die  Tangente  an  den  Kreis  vom 
kleineren  Radius  ist"  —  kann  mittelst  einer  speciellen  Curve  gelöst 
werden;  dieselbe,  sowie  einige  nach  ähnlichen  Bilduugsgesetzen  ab- 
geleiteten Curven,  sollen  im  Folgenden  näher  untersucht  werden. 

Obige  Aufgabe  kann  jedoch  nach  zwei  Methoden  gelöst  werden. 

1.  Methode.  Fig.  1.   Man  construire  über  dem  Kreisradius  R 

als  Durchmesser,  der  zugleich  die  Hypotenuse  i>0  des  verlangten 
Dreiecks  bildet,  einen  Halbkreis;  derselbe  wird  von  der  im  Durch- 
schnittspunkte   C  der    Hypotenuse    mit    der     Kreisperipherio    vom 

Radius  r  errichteten  Normale  BC  im  Scheitel  B  des  rechten  Winkels 
geschnitten  Das  verlangte  Dreieck  ist  sonach  BDO.  Bekanntlich 
ist  hier  _ 

BC^  =  (R^r).r 

und  C  der  Taugentenpuukt.  Der  geometrische  Ort  der  Scheitel  Ä, 
B^^  Bf^  ,  .  der  allen  Tangentialpunkten  c\  Q,  C2,  .  .  .  ,  welche 
in  der  Kreisperipherie  vom  Radius  r  liegen,  zugehörigen  rechtwink- 
ligen Dreiecke  BDOf  B^D^O^^  B^D2^)^i  •  •  •  Jst  ein  dritter  concen- 
trischer  Kreis  vom  Radius 

r,  =  -y/lir 
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c)  Tangentenconstroction.    Fig.  4. 

Ist  B  ein  Punkt  der  Corvo  C*\  welcher  dem  Polarwinkel  u  ent- 
qmcht,  80  constmiren  wir 

h  =  tg.2u  «  An 

bigen  »Hl  »  h  anf  die  Verlängerang  von  An  auf,  verbinden  n^  mit 
0  ond  erhalten  den  Winkel 

ß  =  Wkl.  njOd 

Diesen  Winkel  /?,  dessen 

cotg./3  —  2ä 

ist,  schliesst  auch  die  Tangente  u  im  Punkte  B  der  Curve  mit  dem 
Terlftngerten  Radiusvector  OB  -«  g  ein.    Machen  wir  also 

Wkl.  P^Bt  =  Wkl.  ß 

so  ist  IJ3  die  verlangte  Tangente  zum  Punkte  B  der  Curve  C*«, 
deren  Polargleichung 

g  «-  iZ.cos.2u    ist. 

d)  Die  in  den  Punkten  i9,  .  .  .  der  Curve  C^  auf  den  den  cin- 
selnen  Punkten  zugehörigen  Tangenten  —  errichteten  Normalen 
hftllen  eine  Evolute  vom  Polpunkt  O  als  Symmetrie-Curvo 

Bit    acht   Spitzen    ein.    Vier   Spitzen   liegen    auf  den  Linien    OK^^ 

OK^  0K{^  OK^'  jede  Spitze  vom  Pol  um  den  Halbmesser  R  ab. 
stehend;  während  die  anderen  zu  je  zwei  auf  d  und  r^  liegenden 
Tier  Spitzen  vom  Pol  punkte  O  um  §72  abstehen. 

Die  Krümmungsradien  der  Evolute  sind: 

für   u  «  0   ist  Tq  — "  jÄ,   folglich    der  Abstand  der  Spitze  vom 
Pole  O  gleich  §7?; 

für  u  =  45^  ist  r^jo  =  Ä,  folglich  die  Spitze  der  Evolute  in  der 
Kreisperipherie  vom  Radius  R  und  dem  Mittelpunkte  O; 

far  tt  1-  90®  ist  rgo»  =—  J72,  der  Abstand  der  Evolutenspitze  vom 
Pole  O  gleich  §72. 

3.  Gegeben  sei:  Fiij.  G.  ein  Kreis  vom  Radius  72  und  dem 
Mittelpunkte  ^f^  O  als  Polpunkt  sei  ein  Punkt  der  Kreisperipherie, 
€l  sei  ein  durch  O  gehender  Durchmesser  des  Kreises.  Eine  Nor- 
male im  Punkte  Pq  von  d  schneide  den  Kreis  in  zwei  Punkten 
PxP%.    Fällt  man  aus  sämtlich  in  d  angenommenen  Punkten  Pq,  die 
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We ttljf:    (J 


-j-tr 


f'f:,nig. 


2.  Gegeben  f 
Mittelpunkte  O  als 
Eine  Normale  im  Pr 
P,  1\. 

Von   r^    als 

wird  von  den  Gen 
einer  Cnrve  sec 
O  zum  vierfacher 

Die  Coord 

2)  x^—(R^ 

Die  Pola 
11) 


ili 


•• 


..  ;•.  ;^vi»ürigcn  Strahlen 
*  *  ü     .  auf  einer  Curvc 

,.  ;."t    '■ 

..  .-V  ''  <*i«cn  dreifachen 

■r-jv  Jritter  Classe  <:.. 


.-*•'" 


_,.  ijiüT^o  C*  ist: 

:.«rfldin liehen  Art  erhalten  wir,  wenn 
..    -  f.::--'  '  \,-c\no  beliebige  durch  den  Polpunkt 


'  A«.  ■ 


^-r  5.  om 


Kreis  vom  Radius  /^  und  dorn 


Weitere 
a)  Die 

gezogenen 
der  Polpn 
grossen  H 
Ellipse  8 
Eine   z\( 
punkte 
...   «'^u 
Brenn 
Kreispe 
in  vier 

vorbun 

auf  JK 
45«  ei 

b 
zelne: 
eine 
Kreif 

der 
OK. 


j. ■  je ^t"' ■'.'...  l--if  sei  ein  Punkt  der  Kreisporiphcrie, 
L..,  \l  '■-  '^\  *  *,  r»archniesser  des  Kreises.    Eine  Nor- 
"',:  jfl'''^-     "     ...GriJeden  Kreis  in  zwei  Punkten  J\if. 
.  .-1  ron»"  ■'       ,:  bbJ  ^ou    ig  auf  C//',    Normalen,    so 


Uli  '  ^^  ^'    .  auf  einer  Curvc    vierter    Ord- 


'*"•  ■,.  f»«^'*"'^..,■«en  dreifachen  Punkt. 

i^  ..    :*!■  '^ 

-pDf  .^'ea  ^i"ö  turve  dritter  Classe  C^. 

J"  - -\-iL'liuug  dieser  Curve  C*  ist: 


4 


■,.a»  der  Curve  C*  ist: 


]m 


r.r.  ■ 


J? 


l'i?.cos.2/t.cos.u 


'arvt'  dor  näml  iehen  Art  erhalten  wir,  wenn 
f.  i    ^■"^'nuri'h«^''''-'^  *'  ^*^°^  beliebige  durch  den  Polpunkt 

*  ni. 


wir  tttttt 


<iie  erste  dor  ani^cgebenen  Curven  C^' 
jjtfiflii**" '","    irir  die    wichtigeren     Kesultate     dieser 
,^^  *"'*•    ^.»  in  Kftrie  anführen. 


.^  1 1 
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i)  Die  Polargleichang  der  Garve,  bezogen  aaf^JO  als  Polar- 

axe,  ist: 

p  =  72.co8*.u 

Sind  ff  und  y  die  CoordiDatcn  des  Punktes  C  der  Curre ,  bezogen 
Mf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  Anfangs- 
pnokt  O  isf,  so  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Curyo  C^: 

dieselbe  ist  sonach  von  der  sechsten  Ordnung. 

b)  Bestimmen  wir  weiter,  für  welchen  Wert  Ton  x  die  Ordinate 
y  ein  Maximum  wird.     £s  ist 

dy  _  JjRix*  -  X 
dx^  y 

Für   T^  «  0  wird  x  —  0-544.72 

dx 

Suchen  wir  den  zweiten  Dififerentialquotienten  von  y  nach  x. 
g  =  J(|irt.i.-»-l)-J-,(|iJlxt-.)g 
dy  1 

Für   j-  ■=*  0  und  x-l  =|-p|  gesetzt,  wird 

dx^  — ty 

demnach   für  x  =r  0-544/2    der   zweite    Differentialquotient   negativ, 
mithin  die  Ordinate  y  ein  Maximum. 

c)  Mit  Zuhilfenahme  der  Curve  und  im  Sinne  der  beiden  Glei- 
chungen 

Q  m  cos*f«    und    sin*tt  =  1  —  C08*u 

lassen  sich  die  Quadrate  der  Cosinuse  und  Sinuse  beliebiger 
Winkel  durch  Construction  der  zugehörigen  Radien vcctoren ,  be- 
ziehungsweise der  Differenz  zwischen  dem  als  Einheit  angenommenen 
R  und  dem,  dem  Polarwiukel  u  zugehörigen  Radinsvector  q  dieser 
Curve  C^  graphisch  bestimmen. 

Für  u  =  0  ist  Q  =  R,  für  u  -=>  45^  ist  q  «  \R,  für  t»  —  60« 
ist  Q  —  JT?,  für  u  =»  90»  ist  p  —  0.  Für  ^  —  \R  ist  »  =  y  und 
der  Polarwinkel  u  -«  45®. 

Jeder  beliebige  Radinsvector  schneidet  die  Corve  in  zwei  Punkten, 
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welche  vom  Pole  symmetrisch  abstehen;   die  Kramme  Hegt  also' 
in  Beziehung  auf  die  Polaraxe  symmetrisch. 

d)  Tangenten-Constructionen  an  die  Cnrye  C^.  Fig.  11. 

1.  Ist  die  Polargleichnng  der  Curve  bekannt,  dann  bosttmort 
man  bekanntlich  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  o,  dei 
der  Radiusvector  g  mit  der  zugehörigen  geometrischen  Tangente 
bildet  ans  der  Gleichung 

du 

wobei  u  der  Winkel  ist,  den  der  Radiusvector  g   mit  der  Polaraxe 
einschliesst. 

Transformirt  man  die  Polargleichnng  der  Curve  auf  die  Form 


so  wird 
daher 

und 
oder 


R 
p  =  2  (l+cos.2tt) 


^ Äsin.2tt 

an 


du  COS^tt 

tgo   -=   — ^COtg.U 

cotg  «  =  —  2  tg .  u 


Nach  der  letzten  Gleichung  kann  die  Construction  der  geomo- 
trischen  Tangente  t  für  jeden  [Punkt  der  Curve  C^  durchgeführt 
werden.  —  Sei  C  ein  Punkt  dieser  Curve,  dann  ist 

h 
72  «-  1  gesetzt,  ist 

tgM  =«  Ä 

somit 

2tgu  —  2Ä 
und 

cotg«  =  —  2Ä,    cotg  (180  —  «)  —  2ä 

Suchen  wir  jedoch  den  Winkel  ß  auf,  den  die  Verlängerung  des 
Radiusvector  mit  der  geometrischen  Tangente  bildet,  weil  /3  zur 
Construction  bequem  ist,  so  ist 

cotg/5  —  2Ä  =  2tgu 
Man  mache  also 
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lieh  die  drei  Yerbindungslioien  der  Gegeneckeu  eines  einem  Kegel- 
schnitte umgeschriebenen  einfachen  Sechsseites  in  einem  festen  Punkte. 
Daraus  ergibt  sich  die  bereits  früher  angeführte  Normalen-  und 
Tangenten-Construction  an  die  Gurre 

3.    Tangenten-Construction   Fig  2.   nach   Dr.  C.  Bejel 
in  Zürich 

Sind  BBy^  zwei  in  Beziehung  auf  O  geometrisch  gelegene  Paukte 

der  Curve  C*,  so  schneiden  wir  OA    mit  der  Normale  in  B  zu  OB 

und   erhalten   den  Punkt   5.    SB^  schneidet  dann   aus  der  Normalo 

in  O  zu  OB  einen  Punkt  T  der  Tangente  in  B  an  C^.  Der  Ort 
der  Punkte  T  ist  eine  Curve  der  achten  Ordnung. 


e)  Untersuchen  wir,  für  welchen  Winkel  u  der  Radiusrector 
ein  Maximum  wird. 

Der  Aufgabe  gemäss  muss 

du 


und 

negativ  sein;  somit 
Für  M  =-  0  wird 


—  — 2A.cos.2u 

—  6in2u  «  0 


du^ 


«— 2R 


daher  negativ,    q  -^  E  wird  demnach  für  m  »  0  ein  Maximum. 

f)  Die  allgemeine  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Krümmnngi- 
radius  r  einer  Curve,  deren  Polargleichung  q  —  f(u)  ist,  hit 
bekanntlich  die  Form: 


r=  + 


['-Hm 


'■+K;^)-3 


Für  unsere  Curve  C*  ist 


folglich 


dg 
du 


d^Q 

72 .  Sin .  2u,      — , 


—  2Ä.C0S  2u 


R 


(l  +  3.sin*i*)i 
r  =  ±3.cos.u     ^^^^^ 
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Fflr  «  =  0  ist  tq  ■=■  ö".    Die  Evolute  der  Curve   C^  schneidet 

lOMch  die  Polaraxe  in  dem  Abstände  ^R  vom  Pole  O  der  Evol- 
mte  and  weil  sämtliche  Krümmungshalbmesser  einer  Curve  Tan- 
fnten  sind  an  der  Evolute  dieser  Curve,  so  bildet  dieser  Punkt 
m^ch  eine  Spitze  der  Evolute. 

Für  t*  —  9(y*  ist  rg^  «-  0.    Der  Krümmungsradius  für  den  Pol- 
pri[t  O  gleich  0,  die  Evolvente  hat  somit  dort  ihre  Spitze. 

Für  1*  —  460  ist  r^go  =-  0  621 .  R. 

Bezogen  auf  rechtwinklige    Coordinaten    erhält  mau  be- 
kaantlich  den  Krümmungsradius  aus  der  allgemeiucu  Gleichung: 


h(S)T 


<lx* 
Fttr  den  Erfimmaugsradius  unserer  Curvo  6^*^  erhält  souach 


r 

}    &  Gleichung  die  Form: 


lHfi«e  Gleichung  gibt   für   rj,,   r^^,  ^   f^a     ...    dieselben  Werte    wie 
btter. 


g)  Die  Figur  13.  zeigt  die  Gestalt  der  von  den  zu  den  Radieu- 
Yectoren  der  Curve  zugehörigen  Normalen  als  Taugenten  an  dieselbe 
SReogten  Enveloppe.  Die  Normalen  umhüllen  eine  Curve 
\  vierter  Classe  C\.  Beschreibt  man  aus  Punkten,  in  denen  die 
Konnalon  an  die  Radienvectorcn  die  Abscissenaxe  schneiden,  mit 
den  durch  die  Abscissenaxe  begrenzten  Normallängen  als  Radien- 
Kreise,  so  hüllen  dieselben  eine  neue  Curve  ein,  welche  in  Beziehung 
%iif  die  erste  Curve  affin  ist  und  die  Polargleichuug  hat 

q'  ==  72'.cos^u 

h)  Das  rechtwinkelige  Dreieck  BOD  (Fig.  10.)  wird  durch  die 

}(ormale  BC  zu  OD  in  zwei  rechtwinkelige  Dreiecke  zerlegt,  deren 
bezügliche  Flächen   <'  und  t^'    sein  mögen.    Es  lässt  sich  leicht  be- 

weisen,    dass  für  jeden  beliebigen  Polarwinkel  u  das  Verhältniss     ^ 
constant  ist,  nämlich 

;;  =  tg«„ 
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Bezeichnet  man  mit  y  jenen  Winkel,  den  die  Tangente  t  zam 
Punkte  C  der  Gorve  C^  mit  OÄ  einschliesst,  so  lässt  sich  zeigen, 
dass 


t«(1800-y)  =.  i 


(^^t-^/^•) 


nnd  da  fttr  u  —  45<*  t'  =  t^'  wird,  so  ist 


Die  Gleichung 


-tgy  =-i(2tgu~cotgu) 


kann  zar  Construction  jenes  Winkels  y  benutzt  werden,  den  die  geo- 
metrische Tangente  zum  Punkte  a-^  der  Curve  C^  gezo.(;en,  mit  der 
Abscisseuaxe  bildet. 

i)  Quadratur  der  Curve.  —  Der  Flächeninhalt  einer  Cunre, 
deren  Gleichung  auf  Polarcoordinatcn  bezogen  p  «  f(u)  ist,  wird 
nach  der  bekannten  Formel  bestimmt: 


»«.rft« 


Für  unsere  Curve  gilt  die  Gleichung 


folglich  hat  man 


iÄ*.    /    COS*M. 


du 


u 


Das  bestimmte  Integral  hat  den  Wert 


n 
2 


y   C08Vc/u=^-^^.j^- 


daher 


n 
2 


^-i^- 274-2=^32"^' 


demnach 


2n 


J  ^  InR^  =  J^ 


Um  die  Flächenglcichung  eines  durch   einen  beliebigen  Radios- 
vector  begrenzten  Stückes  der  Curve  aufzustellen,  hat  man: 
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/-        ,  siD  I»  COS*»    ,     ,     /^       . 

odw  da 

ist,  aoch 
/  cos*» .dw^i  [sin  u .  cos*« + 3( J  sin  2ii  -J-  Jn)] 

/   cos^.cfü  =  ^[48inu.cos^u4-38iu.2u4*Cu] 
somit 

^  —  Ä^  /  [4sint*cos»i*+3sin.2ii  +  6ti] 


Dieselbe  Tläclieninhaltsformel ,   wie  J^    findet  man  auch  für  die 
Ast  reis,  deren  Gleichung 

xl-{-yl  «-=  1     oder    art  +  y*  =-•  al    ist 

Ffir  die  von  der  ganzen  Curve  (Astrois)  eingeschlossene  Fläche 
Ij  bekommt  man  die  Gleichung: 

Wir  erhalten  somit  eine  sehr  interessante  Beziehung,  der  zu- 
folge 

ist;  d.  h.:  ,,Es  ist  der  Flächeninhalt  dieser  horizontalen  Contour- 
curve  der  Regelfläche  vom  vierten  Grade  gleich  dem  Flächeninhalte 
der  Vertical-Projection  dieser  horizontalen  Contourcurve,  oder  unserer 
Curve  von  der  sechsten  Ordnung  C®. 

k)  Rectification  der  Curve.    —    Die  Länge  eines  Bogens 
der  Curve,  deren  Gleichung 

Q  =  fM 

ist,  wird  für  Polarcoordinaten  —  wie  folgt  —  bestimmt. 

Bekanntlich  ist: 


/)/.'  +  ©- 
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für  Q^  und   [t^j    die  Werte  gesetzt,  wird 


auch 


somit 


« 

g     B 

% 

«0 


tl 

/  VR^cos^-\-^Rhmhicos*u .  du 

u 

R  I  cosM.jM(l  +  38in^)* 


14 


=  R  fdsmuil  +  Ss'm^u)^ 


Wo 


Setzen  wir  sinu  =  2,  so  ist  e2  sinn  »  dz^  folglich 


s  ^ 

«0 


R  I  dz  Vl  +  32^ 


Substituirt  man 
d.  h. 

' "  ^  y  1+3? 

und 

dz  «=.  dv 
somit 

Z  =  V 

dann  erhalten  wir  durch  teilweise  Integration  mit  Zuhilfenahme  de 
Formel 

/   u .  dv  =  UV  —  /   V  flu 

in  unserem  Falle 

Addirt  man  zu  dieser  letzten  Gleichung  folgende  Gleichheit: 
so  wird 

/dz 
. dadurch,  dass  wir  für 
Vl+'dz^ 
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fobstttniren,  so  ist: 


3««  ==  tr« 


lach 


ioiiach 


/ 

/ 


dz 


Vi +3«« 
dz 


7ö^0g\w+^\-\'W^] 


V3 


^.log[V3.. +  1/1+3.*] 


y^€fe.yi+^==i[.Yl  +  32»  +  :j^.log(V3.«+Vl  +  3.«)] 


eodlich 


u 


Tf     1  "l  

^  I  [sin  ti |/l  +  3siu«ii  +  — ^  .log(V3.8inti+l/r+3.siü^)] 


Ü 


ond 

ff 
2 


0 


Ä 


2+:^.log(2  +  V3)l  - -.2-7603  «1-3801.7? 


Die  geschlossene  Curve,  oder  der  Umfang  der  ganzen  Curve 


y  C«  ist: 


^ 


27C 


'l  = 


Ä 


««4.2.27603«5-5206./2 


0 


Für  die  Astrois  ist  der  Umfang  <S  =  6a;  demnach  der  Um- 
fang der  Astrois  grösser,  als  jener  unserer  Curve  sechster  Ord- 
nung 6'*. 
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XXII. 

Höhenschnitt-Tetraeder  mit  rationalen    Kanten. 

Von 

R.  Hoppe. 


Die  Kanten  eines  Tetraeders  seien  (u,  v)  (u^,  v^)  (u,,  v,),  wo 
die  eingeklammerten  einander  gegenüber  liegen,  u,  Uj,  u,  ein  Drei- 
kant, V,  vj,  ^2  ein  Dreieck  bilden. 

Nach  dem  Anfsatz  Nr.  XVII.  Gl.  (5)  ist,  wie  auch  sonst  be- 
kannt, notwendige  und  zureichende  Bedingung  dafür,  dass  die  4 
Höhenlote  sich  in  einem  Punkte  treffen: 

tt«+t;«  «  t*,«  +  «i«  =-  V  +  t^j«  -  r«  (l) 

Es  ist  nun  leicht,  das  Kantensystem,  welches  diese  Bedingung 
erfüllt,  allgemein  rational  in  drei  Argumenten,  -,  m,  n,  und  einer 
willkürlichen  Linieneinheit  darzustellen. 

Zerlegt  man  nämlich  die  Gleichung  m,*— m*  -=  ü«  —  r^«  in 

und  entwickelt  daraus  u^  und  v^,  so  kommt: 


(iw*— 1)u  +  2mv  2wM  — (m»    -  l)r 


M,   «=    ir-7—. —        :        Vi 


Ebenso  erhält  man: 


(2) 


(n«  — l)i*  +  2nt;  2nti  — (n«  — l)v  .,,, 
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Sind  dann   t»,  o,   m,  n   rational,   so   sind    alle  6  Kanten   rationale 
Zahlen. 

Unsere  Aufgabe  wird  es  nun  sein,  die  3  Argumente  so  zu  be- 
grenzen,  das8  jedem  Systeme  derselben  ein  und  nur  ein  (reelles, 
nicht  degenerirtes)  Tetraeder  entspricht. 

Zuerst  muss  gefordert  werden,  dass  alle  Kanten  positiv  sind. 
Eine  Betrachtung  der  4  Ausdrücke  (2)  zeigt  sofort,  dass  dann  auch 
Dl  und  n  positiv  sein  müssen. 

Die  Bedingungen  w,  >  0;  r^  >  0  lassen  sich,  gemäss  (2)  und 
mit  Anwendung  von  (1),  schreiben: 

Die  erste  gibt: 

r —  V 

m  > 

u 

die  letztere 

=  u                   r  -{-u 
entweder:    '»  v.  ~  ;       "*  < 

=  u  u  —  r 

oder :    w  ^  -  ;      m  >  

u 
folglich  kann  m  >  oder   <  -   sein,     muss    aber    in    beiden    Fällen 

r-f-ti 
<  — —  sein     Es  ergibt  sich". 

r  —  V  r-f-w         r  —  v  r-\-u 

<  m   < •,       <  »    <    (o) 

Differeutiirt  man  den  Ausdruck  von  U|  bei  coustanten  n,  v,  so 
kommt: 

bl 2^i-_  (A) 

Folglich  wächst  in  dem  Intervalle,  wo  v^  und  v^  positiv  sind,  u^  mit 
m  und  U)  mit  n,  während  bzhw.  vi  und  V2  abnehmen.    ^ 

Die  Bedingungen,  unter  denen  einem  Kantensystem  ein  reelles 
Tetraeder  entspricht,  findet  man  am  einfachsten,  indem  man  für  irgend 
ein  Axensystem  die  Coordinaten  der  Ecken  bestimmt  und  reell  setzt. 
Die  Ebene  des  Winkels  zwischen  u  und  uj  sei  Ebene  der  rif^  der 
Schenkel  u  Axe  der  x^  der  Scheitel  Anfang  der  xyz.  Die  Coordi- 
naten der  Ecken  seien  durch  die  Indices  1,  2,  3,  4  unterschieden. 
Dann  ist: 


436  Hoppe:  Höhenschnitt' Tetraeder  mit  rationalen  Kanten. 

a?i  =  yi  ===  «1  =  y^  «^  ^  =  »3  =  0 

Die  3  letzten  Gleichungen  geben: 

«*i*+V— 2(^3^4+^3.^4)  =  ^'^    ' 

Nach  61.  (1)  ist 
daher  nach  den  Gl.  (6) 


a^3  =  ^4  =*  2u '       ^3^4  +  2/3^4  =  ^ 


woraus  weiter: 


Hiermit   sind  alle  Coordinaten   bestimmt   und   ausser  ^3  und  ^ 
rational.    Nun  ist  aber 

Ist  also  ^3*24^  positiv,  so  ist  es  nach  (9)  auch  y^^^   mithin  aucl 
Folglich  ist,  da  weder  y-^  noch  24  null  sein  kann, 

(qry  <  (2wwiw,)2 
oder 

allein  ausreichende   Bedingung  dafür,    dass   alle   Coordinaten 
sind,  dass  also  ein  Tetraeder  mit  den  gegebenen  Kanten  existii 

Hierzu  einige  beiläufige  Bemerkungen.  Aus  der  Gl.  (8)  x.^ 
ersieht  man,  dass  der  Fusspunkt  des  Höhenlots  4,  dessen  Basis 
Dreieck  (1,  2,  3),  in  ein  Höhenlot  dieses  Dreiecks  fällt.  Da 
die  Wahl  der  Kanten  keine  Voraussetzung  gemacht  ist,  so  nius 
auch  in  die  andern  Höhenlote,  also  in  den  Höhenschnitt  fallen. 
gleiche  muss  auch  von  den  andern  Höhenloten  des  Tetraeders  go 
und  man  hat  den  Satz: 
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,^ie  Fusspankte  der  Höhenlote   eines  Höhenschnitt-Tetraeders 
„sind  die  Höhenschnittpunkte  der  Seiten." 

Ferner  erkennt  man  durch  Figarbetrachtung,    dass    der  Inhalt 
des  Tetraeders 

ist   Daher  ist  nach  Gl.  (10) 

(2t*ttAn2)*  — (5r)»  =  144T2  /    (13) 

Unter  der  Grösse  also,  die  positiv  sein  muss,  hat  man  das  Quadrat 
des  Tetraeders  zu  verstehen. 

£s  bleibt  zu  untersuchen,  zwischen  welchen  Grenzen  m  und  n 
enthalten  sein  müssen,  damit  keine  2  Wertpare  dasselbe  Tetraeder 
ergeben. 

Die  Gegenkantenpare  seien,  jedes  für  sich  nach  der  Grösse  ge- 
ordnet, folgende,  so  dass  man  hat: 

10  ^  tc' ;      iTj  ^  Wi  ;     t(?2  ->^  Wj' 

Dann  sind  nur  folgende  2  Fälle  möglich.  Bilden  die  Kanten  tu,  tüj, 
ipji  ein  Dreikant,  u?',  wj',  ir^'  ein  Dreieck,  so  setze  man  iö,  toj,  w^ 
nach  der  Grösse  geordnet  =  w,  t*,,  1*2  ^^^  ^\  «"iS  ^2  =  v^  »1,  »«; 
dann  hat  man  die  Scala: 

t*«^t*i-^u-^»-^»i^r,  >0  I. 

Bilden  dagegen  die  kleineren  Kanten  ein  Dreikant,  die  grösseren  ein 
Dreieck,  so  setze  man  wieder  nach  der  Grösse  geordnet  ic\  Wj', 
K^'  »  u,  uj,  U2  und  IT,  irj,  tc2  =  ö,  t?i,  r^;  dann  hat  man  die  um- 
gekehrte Scala: 

0  <  t4,  ^  uj  ^  u  ^  t?  ^  Vj  ^  r,  II. 

Wir  unterscheiden  demgemäss   spitze   Tetraeder,   fftr  welche  die 
erste,  und  flache,  für  welche  die  zweite  Scala  gut 

Scala   I. 
Aus  %  ^  «*  geht  hervor: 

Die  neue  untere  Grenze  ist  grösser  als  die  alte;  denn 
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T  —  V  U  U 

Da  überdies  nach  (4)  m  mit  n^  wächst,  so  hat  man  jetzt: 

-<"»<n<-^  (14) 

Bei  Scala  I.  wird  ^  >  0;  daher  lautet  (12): 

ui«+V-t;»<— ^-^    Oder 


Da  nun 


ist,  so  folgt: 


(".  -  T')*<  (^)* 


„,  <  ?^^^i±^  (15) 


Damit  aber  ein  u^  ^  tf,  existirt,  so  muss  auch 

„,  <  !l!^  (16) 

das  ist 

(r  —  tt)w,  <  rvi 

sein.    Drückt  man  u^  und  v^  in  m  ans,  so  findet  man: 

[w(r  — i*)(2u  +  r)  — r(2u— r)]«  <  2rV  — «*) 

Die  Basis  znr  Linken  wächst  mit  m;   für   das  kleinste  m  nach  (U) 
wird  sie 

r  —  M 
=  r«  ^— -^  >  0 

folglich  ist  sie  stets  positiv,  nnd  man  hat: 

t^(2u-r)  +  rV2r(r— u) 

m  < T Tjz — i — ^^ «  M  (17) 

^  (r  — u)(2M4-r) 

Die  Berechnung  zeigt,   dass   die  neue    Grenze    innerhalb    der  alten 
Grenzen  liegt,  denn  man  findet: 

u-^-±^ r^^^— =-<o 

Aus  (16)  folgt  dann  auch: 
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u 


80  dass  uu^'\-wi'-'ru  positiv  ist  Mnltiplicirt  mit  dieser  Positiven 
wird  dann  cUe  Ungleichnng  (15),  nach  Einsetzung  dep  Wertes  (2) 
flkr  14: 

[«(tit^-f-wj  — ru)— r»]*  >>  (w4 — uv^)*  (18) 

Hier  ist  erst  das  Vorzeichen  des  Dignanden  znr  Linken  zu  ent- 
scheiden, während  ans 

in  ersehen,  dass  der  Dignand  zur  Rechten  positiv  ist. 

Wäre  der  Dignand  znr  Linken  positiv  oder  nnll,  so  erhielte  man: 

^ ^   £, 

Differentiirt  man  L  hei  constanten  u,  v^  r,  so  findet  man: 
^L  r[t*v,  —  t?(r-+-f4j)]*  = 

— ^—     MOB  %,,„^     11 

3ttj       (t««*i+*^i~~''**)*^i('''4"**i)  -^ 

Daher  wächst  L  mit  tis*    Sein  kleinster  Wert  ist  dann,  entsprechend 
•H  — «*>  ,  ' 

Demnach  würde  sein 

im  Widerspruch  mit  (3).    Der  Dignand  zur  Linken  von  (18)  kann 
also  nur  negativ  sein,  woraus. 

1*1*1 -f-tWi TU 

oder,  wenn  man  f*t  und  vx  in  m  ausdrückt: 

(r-u)(2u  +  r)+mK2u-r)  _ 
**  ^  m(r  —  u)  (2t*  +  r)  —  t;(2t*  —  r) 

Diese  Grösse  nimmt  offenbar  bei  wachsendem  m  ab.    Für  das  kleinste 
m  wird  sie 

V 

folfflich  bleibt  die  absolute  Grenze  von  n  dieselbe  wie  in  (3). 
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Das  Resultat  ist:  Für  beliebige  positive  u,  v  ist  erst  m  begrenzt 
durch  

i<'^< (r~«)(2t*  +  r) (^^> 

dann  n  durch 

=  (r  —  m)  (2u  +  r)'\-  mv(2u  —  r) 

"*  <  **  ^  m(r  —  t*)(2t*+ r)  —v(2u  —  r)  ^"^^ 

Scala   IL 
Aus  uj  ^tt  geht  hervor: 

—■  u 

daher  haben  m,  n  zunächst  die  Grenzen: 

-;i-<»<-<;<l  (21) 

Die  Scala  IL  lässt  die  Fälle  g  <;,  —  und  >0  zu,  welche  bei 
(12)  zu  scheiden  sind. 

Für    g  <  0  lautet  (12) : 

r(ü*  — 1*1* — u j*)  <1 2u  Mj  Mg    oder : 

(rUä4-MUi)*>  (W|)« 
woraus: 

Soll  dies  mit  'i^O  verträglich  sein,  so  ist  die  Bedingung: 

(twj  —  ttM^)*  <;^  r*(ü' — tti*) 

und  diese  ist  von  selbst  erfttllt.     Für  <z  <^  0  muss  also  sein : 

i^^^  >  «,  >  ^-^  (22) 

Für  <?  >  0  lautet  (12) : 

r(t*i*+t*j*— V*)  <<  2ut*it«j    oder: 

(rwj  — MM|)»<(üt;i)* 

Lässt  man  2*2  ^^n  0  an  wachsen ,  so  ist  die  Bedingung  von  Anfang 
erfüllt  und  bleibt  es,  bis  die  Linke  verschwindet;  darüber  hinaus 
hat  MLg  die  obere  Grenze: 
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rUf  <  tWi  +  ttUj 
YerbandeD  mit  q'!>0  gibt  dies: 

y.-^3v  < «,  <  ^=^  (23) 

Wächst  nun  «^  von  der  antern  Grenze  (22)   bis  znr  obern  (23),  so 

tritt  es  bei  M,  =  Vv^  —  t*i*  bloss  aus  dem  ersten  Falle  in  den  zweiten 
Aber  and  erfüllt  beständig  die  Bedingung.  Die  einzigen  Grenzen, 
welche  (11)  hinzabringt,  sind  also: 

'^'-""'■<«,<^:gi+^  (24) 

r  r 

Sei  zar  Abkürzung 

Wo  •= 5      «^0  •= (25) 

dann  ist 

(vq—  u)r  =  Wi-^-uu^ — ur 

Die  rechte  Seite  multiplicirt  mit  twi+«t*i  +  t*r  ist 

folglich  ist 

»0  — 1*>0 

Femer  ist  in  (21)  bereits  die  Bedingung  erfüllt,  dass  u^  ^u     sei; 
daher  ist,  wenn  jetzt  t^  <C  ^  hinzukommt, 

U Uq  ^  0 

Drückt  man  nun  %  in  n  aus ,  so  gibt  die  Scala  uq  <Ctt2<C  ^'o  fol- 
gende 2  Ungleichungen: 

n*(tt  — Mo)  +  2nü  —  Uq  —  u  >  0 
n*(vo  —  u)  —  2n  c-j-  Vq+ w  >  0 

bzhw.  multiplicirt  mit  den  positiven  u — uq  und  vq—u  werden  sie: 

[n(u  —  ?to)  +  <'J^  >  r«  —  mq«  =  ^-     ^  —  j 

[n(ro—  m)  -  üj«  >  r*  — Vy-  «   (     -- -  -  1 

Die  erste  gibt: 


die  zweite 
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entweder 


oder:    n  <1  ; —    \    •  —  -^^ — ' — y- J  —  — * — - 

K»o--«')  Wj— tt(r  — t*,)  v^ 

Hiernach  wird  (11)  befriedigt,  wenn  entweder 

n  >  -t+i^ZJl)  .  ^  (26) 

oder 

"  <  w   <  --31!^  (27) 

ist.    Ersteres   ist   schon   durch   die  Bedingung  (3)   ausgeschlossen: 
denn  man  hat: 

also: 

Die  Scala  (27),  welche  jetzt  ausser  (21)  allein  gilt,  geht  nach  Ein- 
setzung der  Werte  von  uj  und  v^  über  in 

r  —  u-^-mv  r-\-u^mv 

Nach  (21)  muss  ausserdem  sein 

""-^^  <  n  <  «*  <  -  (21) 

Sei  t*  —  rsinq);  v  =  rcos<p,  wo,  wegen  u  <  ü,  0  <  ^  <  |R.    Dann 
ist 

r  —  U|  Vi  V  COSy R  —  V^.     ^ 

~^  7+^^  ^  r+Ti""  l  +  sin  V  ""  *  ~~2~  ^^2 

1  —  COS<p        r  —  V 

sin  9  u 

daher  die  untere  Grenze  (21)  durch  die  neue  Grenze  (27)  und  (28), 
welche  enger  ist,  ersetzt 

In  Betreff  der  obern  Grenze  hat  man: 

[v-|-m(r-|-M)]  —  f»[r-{-tt  —  v]  =-  (t»'-f-l)t>>  0 

folglich  kann  n  die  obere  Grenze  (28)  nicht  erreichen  ohne  >  m 
zu  werden.    Man  hat  also  zuerst: 
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"  <  "•  ^  Z  (29) 


U  ^    V 

dann: 

-j- — '  <n  ^m  (30) 

Die  Scala  (29)  setzt  wieder  voraas,  dass  das  letzte  Glied  grösser 
als  das  erste  ist    Die  Bedingung  laatet: 

m'ü  +2m(r  —  u)  —  r  >  0    oder: 
(fw+r  — tt)*>  2r(r  — t«) 

woraus  die  nene  Grenze: 

^  ^  V27ö^-r  +  u  _  ^  (31) 

Bei  Yergleichnng  mit  der  antern  Grenze  (21)  findet  man,  dass 

S   r  —  V 

bC 

V       u 

sieb  reducirt  auf 

tt*  ^  r{r  —  v) 

Da  t**  =  (r+»)(»-  — t^)  >  r(r  — ü),  SO  folgt,  dass  die  untere  Grenze 
(21)  nicht  erreicht  wird,  mithin  wegfällt.    Statt  (21)  hat  man  jetzt 

Damit  ein  m  zwischen  diesen  Grenzen  existirt,  muss  sein: 

-^Mr^i)  <  r,     das  ist    t;  <  w  V3 

Ein  flaches  Tetraeder  ist  also  nicht  für  beliebige  t^,  v  möglich.    Die 
Bedingungen  sind  der  Reihe  nach: 

->  ' 


»  ^  V3 

Var(r-„)_r  +  „  -  «      ^  (32) 

V  ^     V 

V  -mir  —  u)  = 

Die  beiden  Classen  von  Tetraedern  sind  durch  die  Anordnung 
offenbar  so  geschieden,  dass  sie  kein  Individuum  gemein  haben 
können  ausser  dem  einen  für  u  —  v ;  m  —  n  »-  1,  d.  i.  dem  regel- 
mässigen Tetraeder,  welches  beiden  Classen  angehört 


* 
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Dagegen  sind  die  Eantensystome ,  wie  sie  ohne  Grenzen  der 
Argumente  in   den   Ausdrücken    (2)    dargestellt  werden,    allgemein 

beiden  Classen  gemeinsam.    Substituirt  man  nämlich  für  -,  m,  n  ihre 

reciproken  Werte,  so  geht  t«2^i^^^i^s  ^^^^  ^^  ^2^1  ^uit^v^.  Man 
kann  daher  aus  jedem  Eantensysteme  (wenn  nicht  alle  Kanten  gleich 
sind)  2  reelle  oder  imaginäre  Tetraeder  bilden. 

Die  Grenzen  der  reellen  Tetraeder  unter  sich ,  das  sind  in  (19) 
(20)  (32)  diejenigen,  welche  die  Gleichheit  w  =  -,  n  =  m  zu- 
lassen, stimmen  gleichfalls  überein,  was  auf  der  Anordnung  beruht. 

Bemerkenswert  aber  ist,  dass  die  Grenzen  der  Realität,  bei 
welchen  das  Tetraeder  in  die  ebene  Figur  degenerirt ,  nicht  überein- 
stimmen. Nur  für  u  =  V  sind  sie  dieselben ;  ausserdem  ist  die  Grenze 
der  flachen  Tetraeder  für  alle  3  Argumente  enger  als  die  der  spitzen. 

« 

Vollzieht  man  die  genannte  Substitution  in  den  Ungleichungen 
(32),  so  erhält  man  die  Bedingungen,  unter  denen  ein  Kantensystem 
2  Tetraeder  bildet,  nämlich 


<y  2r(r  —  v)  +r  — r 

u 

«i-|-m(r  —  v) 

n    <    j 

mu  —  r-f-v 

Ueber  diese   Grenzen   hinaus   bis  zu   den  Grenzen  (19)  (20)  bildet 
dasselbe  nur  ein  spitzes  Tetraeder. 
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XXIII 


Eine  Minima leigenschaft   der  arehimediselien 

Spirale. 


Vi»n 

Eduard  Janisch. 


Ist  in  irgend  einer  Ebene  eine  variable  Curve  C,  forner  ein 
fester  Punkt  J'  gegeben,  und  F  die  erste  negative  Fusspankt- 
corve  der  C  bezQglich  V,  dann  erbalt  man ,  wenn  durch  zwei  belie- 
bige fixe  Punkte  P,,  P^  der  C,  die  ein  endliches  Bogenstück  be- 
grenzen, die  Senkrechten  r, ,  t^  zu  TP,,  17*2  beziehungsweise  ge- 
zogen werden,   in   r, ,  Tj   zwei  Tangenten  der  F,  welche  dieselbe  in 

77,,  n^  berühren  mögen  und  die  mit  den  Bögen  7*oP, ,  71^^77,  ein 
gemischtliuiges  Viereck  Pf^P^n^U^  eiuschliessen ,  dessen  Fläche,  wie 
wir  zeigen  wollen,  ein  Minimum  wird,  weun  C  eine  archimedische 
Spirale  ist  mit   V  als  Anfangspunkt. 

Auf  ein  rechtwinkliges  Axensystem  bezogen,  mögen  die  Punkte 
l',  Pq^  P|  die  Coordinaten  haben: 

r(0,  0),    Po(^o,  yo),    A('i.  Vi) 
P{x,y)  sei  ein  variabler  Punkt  der  Curve 

C=y^nx) 

Die  durch  den  Punkt  P  bestimmte  Tangente  t  der  Curve  /'  hat 
dann  die  Gleichung  (unter  i,  r^  die  laufenden  Coordinaten  verstan- 
den): 

7j  —  y  ^  —  -(i  —  x)    oder    ar^"  +  yi?  —  a'  +  y'  (1) 

Differentiirt  man  die  letztere  dieser  zwei  Oieichungcn  nach  x  unter 
der  Voraussetzung  ^  «  const.,  17  «>  const.,  so  ergibt  sich : 
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l+y'y-2(«+yy')  (2) 

wobei 

Werden  nun  die  beiden  Gleichangcn  (1),  (2)  als  zusammenge- 
hörig betrachtet,  so  bestimmen  sie  jenes  Wertepaar  E,  i/,  welches 
den  Goordinaten  des  Berührungspunktes  11  der  Taugente  t  zukommt 
Man  findet  hiefttr: 

n  (3) 

'  y— a^y 

Die  Fläche  u  —  (PQP^nQlJ^)^  auf  deren  Berechnung  es  jetzt  an- 
kommt, zerlegen  wir  zu  dem  Zwecke  in  dreiecki|;e  Elemente  du  » 
{IIPF')^  unter  P,  F'  zwei  zwischen  Pq»  A  gelegene  Nachbarpunkte 
der  Curve  C  verstanden  und  unter  77,  wie  oben,  den  P  entsprechen- 
den Punkt  der  Curve  P.  Bedeutet  dann  h  den  Normalabstand  des 
Punktes  27  von  der  Tangente  in  P  (der  verlängerten  PP')    und  ist 

die  Länge  des  Bogenelementes  PP'  mit  ds  bezeichnet,  so  hat  mau 

du  =  ^hds 
Hierin  für  h  und  ds  die  Werte  substituirt: 


liefert  </u  in  der  Form: 

du  =  ih— y'H-(V— »)]*« 

woraus  nach   BerQcksichtiguug   der  Werte   von    |,   t;,   wie   sie   das 
GleichuDgssystem  (3)  gibt,  folgt: 

„  du        (y«  - g») - 2xyy'       y' V-x')  +  2xyy'   ' 

(*+y^')'  (4, 


also  ist: 


^1 

1    /*U-4-.vy' 
**  ™  i   /   — r 


xy  —y 


dx  (5) 


Dieser  Ausdruck  ist  nun,  so  wie  er  hier  steht,    wenig  geeignet 
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zor  weiteren  Behandlung.  Er  wird  wesentlich  einfacher,  ja  sogar 
flberraschend  einfach,  durch  EinfOhrung  von  Polarcoordinateu  r,  & 
vermittelst  der  Relationen: 

X  =  rCOS^,    y  «  rsin  ^ 

:^8int9^+rC08^  /  .     a   I  a 

,        tly       dp        dv         d9 r  sino^  +  r  C08a• 
^■"<te""d5^'^—  c/r         ^          ._"  r'cosd— rsin^ 

-^^coso^— rsin^ 

dr 

wenn  wir  zur  Ahkürzung  r    für  -tö.  schreiben. 

Wir  erhalten  auf  Grund  dieser  Formeln: 

j^     , rr'  ^  r* 

«  +  yy  —  r'cos^  — rsioi^'    ^y'  — y  ^  i'co^&  —  rs\n& 

demnach  für  u: 

'2  dd^  (6) 


w  =  i    Cr'^ 


Damit  nun  dieses  bestimmte  Integral  zu  einem  Minimum  werde, 
ist  nach  einem  bekannten  Satze  aus  den  Elementen  der  Variations- 
rechnung notwendig  und    aus  geometrischen   Grttndeu  hier  zugleich 

hinreichend,  dass  k-t  gleich  einer  Gonstanten ,   etwa  gleich  2a  sei 
d.  i  es  muss  sein 

r    ^  -r:  =  a  =  COUSt. 
atr 

Hieraus  folgt  endlich 

r^a»  +  b  (7) 

WO  b  eine  zweite  Constonte  bedeutet,  als  die  gesuchte  Bedingung  — 
die  Polargleichung  einer  archimedischen  Spirale,  welche  den 
Ursprung  V  zum  Pole  hat 

Die  Constanten  a,  b  bestimmen  sich  durch  die  Polarcoordinaten 
von  P^iff^y  ^o)»  ^i(**n  ^i)  aus  den  Gleichungen 

Man  sieht  leicht,  dass  eine  Vereinfachung  erzielt  wird,  wenn  man 
die  Polaraze  etwa  durch  1\  gehen  lässt ,  dann  kann  ^o  ^  0,  gesetzt 

werden,  and  es  ist  zanftchst  b  —  r^,  ferner  a  =  -~ar~  «    schliesslich 

r-^^^"*+ro     und 
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» -  */C-^")  - = *  ^'^ 


0 
Um  ein  Beispiel  zu  rechnen,  nehmen  wir  an,  ausser  (i^  <= 

TT  4 

tq  «  0,  dann  rj  «  2»»,   ^j  =  ^.    In  dem  Falle  wird  m  =•  - 

Vergleiche  wählen  wir  den  tiher    PqP^   als    Durchmesser   5 
Kreis:    r  =  2msin^.    Man  hat  hier 

2 

n 


b 

ein  übrigens  geometrisch  evidentes  Resultat,  da  das  Viereck  I 
im  vorliegenden  Falle  in  den  Halbkreis  über  PqI\  degener 

sowol  lio^^u  ^1^  A^i  beide  die  Länge  null  haben. 
Wie  zu  erwarten  war,  ist  u  <  w,  wegen 

4       w    /4  n  .«         \ 
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neu,  welche  aus  den  Gsculationsgruppen  der  kubischen  Curve  ge- 
bildet werden  können.  —  Ueber  ebene  Gonfigurationen,  worin  jeder 
Punkt  mit  2  Linien  incideut  ist. 

D.  Bierens  de  Haan:  Baustoffe  zur  Geschichte  der  mathe- 
matischen und  physikalischen  Wissenschaften  in  den  Niederlanden. 

J.  Gar  diu  aal:  Das  Gonstruiren  gebogener  Oberflächen  mitteist 
Flächenschnitte. 

F.  J.  van  der  Berg:  Nochmals  über  die  Bernoullischen  Goef- 
ficienten. 

P.  H.  Scheute:  Aequianharmonie  in  Harmonie  bei  Polsyste- 


Teil  IX. 


Tafäl. 


1  Maurer:  Theorie  des  Winkel  Spiegels 
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\TI.  liigowski. 
Zur  Inhaltslicreehnung  der  Flachen  und  Körper. 
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